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Abstract
The very broad concept of a singular Riemannian foliation is based on the well under-
stood model of the orbit decomposition of an isometric group action on a Riemannian
manifold. Although locally well understood, the global description of such a foliation
in general seems to be unaccessible without additional assumptions on the structure of
the manifold or the leaves.
This work develops in the first part the theory of properly embedded leaves, which
leads to the existence of global tubular neighbourhoods and to the global description as
a stratification by types of leaves. The second part deals with the further restriction to
a foliation without horizontal conjugate points, which equals the variationally comple-
teness concept within the model. Therefrom, we deduce a global geometric description
– the focal points of the leaves are exactly the singular points – as well as a topological
one: tautness of regular leaves.
Kurzzusammenfassung
Der weit gefasste Begriff einer singula¨ren Riemannschen Bla¨tterung ist eine Verallge-
meinerung des bekannten Modells einer Orbitbla¨tterung einer isometrischen Liegrup-
penwirkung auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit. Obwohl die lokale Beschreibung
einer solchen Bla¨tterung detailliert mo¨glich ist, scheint es unerreichbar, ohne zusa¨tzliche
Annahmen globale Aussagen u¨ber die Struktur der Mannigfaltigkeit oder der Bla¨tter
herzuleiten.
Zu Anfang dieser Arbeit bescha¨ftigen wir uns mit der Theorie eigentlich eingebet-
teter Bla¨tter; wir leiten die Existenz einer globalen Tubenumgebung her, und wir er-
reichen eine globale Beschreibung der Mannigfaltigkeit als Stratifizierung nach Blatt-
Typen. Dann wird die Zusatzvoraussetzung, dass die Bla¨tterung keine horizontal kon-
jugierten Punkte besitzt, untersucht. Diese entspricht im o.g. Modell der variationellen
Vollsta¨ndigkeit der Wirkung und ermo¨glicht eine globale geometrische Beschreibung
der Bla¨tterung: Fokalpunkte der Bla¨tter sind genau die singula¨ren Punkte. Als topolo-
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Die erste begriﬄiche Festlegung der heutzutage reichhaltigen und vielfa¨ltigen Theo-
rie der Bla¨tterungen wurde im Jahr 1944 von Ehresmann und Reeb, [ER44], im Zu-
sammenhang mit der Untersuchung von Integralmannigfaltigkeiten von Distributionen
vorgenommen. Eine Bla¨tterung F der Kodimension q auf einer n-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit M ist eine Partition dieser in immersierte Untermannigfaltigkeiten der
Dimension n− q, die gewissen Regularita¨tsbedingungen genu¨gt.
Schnell entwickelten sich insbesondere im Hinblick auf das Versta¨ndnis der globalen
Topologie von Bla¨tterungen verschiedenste Teilgebiete. Im Jahr 1959 fu¨hrte Reinhart
den Begriff der Riemannschen Bla¨tterung ein. Dieses Konzept ist sehr natu¨rlich (und
findet vielerlei Anwendung als Modell in der Physik): Auf einer gebla¨tterten Mannig-
faltigkeit (M,F) fu¨hrt man eine Riemannsche Metrik g ein, unter der die Bla¨tter lokal
konstanten Abstand zueinander haben. Eine andere Charakterisierung dieser ”transver-
salen“ Eigenschaft ist, dass eine Geoda¨tische, die ein Blatt senkrecht schneidet, jedes
von ihr getroffene Blatt senkrecht schneidet. Nun ist klassische Riemannsche Geometrie
zur Untersuchung der Bla¨tterung anwendbar.
In Analogie zu isometrischen Gruppenwirkungen ist es konsequent, nach einer Er-
weiterung der Theorie zu fragen, die Bla¨tter unterschiedlicher Dimension zula¨ßt, denn
die Orbiten der Wirkung sind immersierte Untermannigfaltigkeiten und haben lokal
konstanten Abstand zueinander. Auf die gleiche Frage sto¨ßt man, wenn man F¯ , die
Partition von M in die Abschlu¨sse der Bla¨tter, untersuchen mo¨chte. Die Idee der sin-
gula¨ren Riemannschen Bla¨tterungen war geboren!
Begriﬄich spezifiziert wurde diese Idee zuerst von Bolton 1972 unter dem Namen
transnormale Systeme, [Bol73], als natu¨rliche Erweiterung der o.g. Wirkungen. Schwer-
punkt seiner Arbeit ist die orthogonale Struktur von Bla¨tterungen, deren regula¨re
Bla¨tter Kodimension eins haben. Fast zeitgleich na¨herten sich Stefan [Ste74] und Suss-
mann [Su73] jener Idee von anderer Seite: Sie fu¨hrten den Begriff einer singula¨ren
Bla¨tterung ein. Beide Begriffe implizieren einander nicht ([Mol88], S. 189)! Eine ver-
einheitlichte Theorie wurde daraus von Molino in den 70er und 80er Jahren des letzten
Jahrhunderts entwickelt, siehe zusammenfassend [Mol88]. Da der Titelbegriff der vor-
liegenden Arbeit damit historisch eingebettet ist, ist es an der Zeit, ihn zu definieren.
Definition— Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n. Eine
vollsta¨ndige Unterteilung F von M in zusammenha¨ngende, eingebettete Untermannig-
faltigkeiten, die Bla¨tter, heißt eine singula¨re Riemannsche Bla¨tterung, falls folgende
zwei Bedingungen erfu¨llt sind:
(I) Der Modul ΞF glatter Vektorfelder auf M , die tangential zu den Bla¨ttern sind, ist
transitiv auf den Bla¨ttern, d.h. ist Np das Blatt durch p, so gibt es zu jedem Vektor
v ∈ TpNp ein Vektorfeld X ∈ ΞF mit X(p) = v.
(II) Die Metrik g auf M ist an F angepasst : Jede Geoda¨tische in M, die ein Blatt
senkrecht schneidet, schneidet jedes getroffene Blatt senkrecht.
Eigenschaft (I) der Definition entspricht gerade einer singula¨ren Bla¨tterung nach
[Ste74] und [Su73]; Bedingung (II) fordert, dass F ein transnormales System nach
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[Bol73] ist. Das sechste Kapitel des Buches [Mol88] gibt einen guten Einblick in die
lokalen Eigenschaften solcher Bla¨tterungen; ihre globale Geometrie und Topologie ist
jedoch im Allgemeinen nur schwer greifbar, wenn man nicht gerade Kompaktheit vor-
aussetzen mo¨chte (siehe z.B. Theorem 6.2 in [Mol88]). Dennoch ist es mit Zusatzannah-
men durchaus mo¨glich, bedeutungsvolle globale Aussagen herzuleiten, und hier setzt
die vorliegende Arbeit an.
Im ersten Kapitel stellen wir bekannte Eigenschaften von und Ergebnisse u¨ber sin-
gula¨re(n) Riemannsche(n) Bla¨tterungen vor, die wir im Verlauf der Arbeit beno¨tigen
werden. Diese Darstellung hat U¨bersichts-Charakter und keinesfalls den Anspruch auf
Vollsta¨ndigkeit, fu¨r Details sei auf das eben genannte sechste Kapitel in [Mol88] ver-
wiesen. Ferner stellen wir im ersten Kapitel die Begriffe Fokal-, Schnittpunkte und
Schnittort eines Blattes bereit, wie sie in [To04] zu finden sind.
Der erste Versuch, globale Aussagen u¨ber singula¨re Riemannsche Bla¨tterungen im
Allgemeinen herzuleiten, fu¨hrt uns im zweiten Kapitel zu der Zusatzvoraussetzung,
dass die Bla¨tter eigentlich eingebettete Untermannigfaltigkeiten von M sein mo¨gen,
um allzu pathologische Fa¨lle auszuschließen. In diesem Kontext ko¨nnen wir die sehr
nu¨tzliche Existenz globaler Tubenumgebungen der Bla¨tter zeigen:
Satz— Es seien M vollsta¨ndig und (M,F , g) eine singula¨re Riemannsche Bla¨tterung
mit eigentlich eingebetteten Bla¨ttern. Dann gibt es zu jedem Blatt N ⊂ M ein εN > 0
so, dass die Einschra¨nkung der Exponentialabbildung vom Normalenbu¨ndel
exp⊥N : BεN (N)→ exp⊥N (BεN (N)) =: TubεN (N)
ein Diffeomorphismus ist.
Wie bei Gruppenwirkungen gibt es Ausnahmebla¨tter, also Bla¨tter ho¨chster Dimen-
sion, die in gewissem Sinne trotzdem ”kleiner“ sind als die u¨brigen regula¨ren. Diese
lassen sich u¨ber den Begriff der Blatt-Holonomie charakterisieren. Dass sie nicht ha¨ufig
auftreten und sich nicht allzu wild verhalten, zeigen wir mit Hilfe des Satzes u¨ber die
Existenz der globalen Tubenumgebungen: Die im engeren Sinn regula¨ren Bla¨tter liegen
offen, zusammenha¨ngend und dicht in M, und die Zusammenhangskomponenten der
Menge der Ausnahmebla¨tter sind Untermannigfaltigkeiten von M. Ferner zeigen wir,
dass die kanonische Projektion einer globalen Tubenumgebung auf ihr Zentrumsblatt
eine U¨berlagerungsabbildung der Bla¨tter induziert. Mit diesen Ergebnissen la¨ßt sich
schließlich eine Stratifizierung der Mannigfaltigkeit M nach Blatt-Typen zeigen.
Zur Motivation der na¨chsten Kapitel betrachten wir zuna¨chst noch einmal das Mo-
dell: die Orbitbla¨tterung einer isometrischen Liegruppenwirkung. Hier sind uns die Be-
griffe Polarita¨t, Hyperpolarita¨t und variationelle Vollsta¨ndigkeit vertraut, und es liegt
nahe, diese, vor allem jedoch die daraus resultierende Strukturtheorie, auf singula¨re
Riemannsche Bla¨tterungen verallgemeinern zu wollen.
Polarita¨t, das heißt die Existenz globaler Schnitte, wurde von Alexandrino auf Bla¨tte-
rungen verallgemeinert ([A04], [A07] und [AT04]). Zum Beispiel wird damit eine a¨qui-
valente Formulierung des Scheibensatzes fu¨r Wirkungen mo¨glich. Entsprechend la¨sst
sich Hyperpolarita¨t zur Forderung nach flachen Schnitten verallgemeinern. Fast a¨qui-
valent zur Existenz von Schnitten ist die in [To04] untersuchte A¨quifokalita¨t der Bla¨tter,
siehe dazu [AT07]. Eine breite Klasse von singula¨ren Riemannschen Bla¨tterungen mit
Schnitten bilden die isoparametrischen Bla¨tterungen von Raumformen; eine sehr gute
U¨bersicht u¨ber den Stand der Forschung bis ins Jahr 2000 liefert dazu [Th00].
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Die ab dem dritten Kapitel dieser Arbeit vorgenommene Einschra¨nkung auf singula¨re
Riemannsche Bla¨tterungen ohne horizontal konjugierte Punkte ist eine konsistente Ver-
allgemeinerung des Begriffs der variationellen Vollsta¨ndigkeit von isometrischen Wir-
kungen und wurde von Lytchak und Thorbergsson in [LTh05] wie folgt eingefu¨hrt:
Definition— Eine singula¨re Riemannsche Bla¨tterung hat die Eigenschaft ohne hori-
zontal konjugierte Punkte, falls fu¨r alle Bla¨tter N und alle Geoda¨tischen γ senkrecht
zu N gilt: Jedes N -Jacobifeld J entlang γ, das tangential zu einem anderen Blatt als
N ist, ist zu jedem von γ getroffenen Blatt tangential.
In welcher Beziehung stehen singula¨re Riemannsche Bla¨tterungen ohne horizontal
konjugierte Punkte zu den oben genannten?
In [LTh05] wird gezeigt, dass eine singula¨re Riemannsche Bla¨tterung ohne horizon-
tal konjugierte Punkte auf einer Mannigfaltigkeit mit nicht-negativer Schnittkru¨mmung
(globale) flache Schnitte besitzt. Umgekehrt folgt sogar im Allgemeinen aus der Existenz
von flachen Schnitten, dass die Bla¨tterung keine horizontal konjugierten Punkte besitzt.
Jedoch sieht man schon in der Theorie der Gruppenwirkungen, dass diese Charakte-
risierungen nicht a¨quivalent sind, denn nicht alle variationell vollsta¨ndigen Wirkungen
sind hyperpolar, nicht einmal polar. Es gibt zwar unter verschiedenen Zusatzannahmen
u¨ber die Bla¨tterung Implikationen von ”mit (flachen) Schnitten“ zu ”ohne horizontal
konjugierte Punkte“ und umgekehrt, jedoch nicht im Allgemeinen.
Die Klasse singula¨rer Riemannscher Bla¨tterungen ohne horizontal konjugierte Punkte
ermo¨glicht uns eine gute Beschreibung der Geometrie der Bla¨tter als Untermannigfalti-
keiten von M . So sind die Fokalpunkte eines Blattes N entlang einer dazu senkrechten
Geoda¨tischen genau die Punkte, die zu singula¨ren Bla¨ttern geho¨ren; deren Index ent-
spricht gerade der Differenz der zugeho¨rigen Blattdimensionen. Ferner ko¨nnen wir zei-
gen, dass es innerhalb jeder globalen Tubenumgebung eine Spiegelung sowie Streckun-
gen bezu¨glich des Zentrumsblattes gibt, die die umliegenden Bla¨tter diffeomorph auf-
einander abbilden. Fu¨r die technisch anmutende, oben gegebene Definition beweisen
wir schließlich eine a¨quivalente, sehr geometrische Charakterisierung:
Satz — Eine singula¨re Riemannsche Bla¨tterung besitzt genau dann keine horizontal
konjugierten Punkte, wenn die singula¨ren Punkte genau die Fokalpunkte sind.
Fu¨r den Beweis dieses Satzes wird ein wenig Theorie u¨ber Morse-Sturm-Differential-
gleichungen und das verallgemeinerte Indextheorem beno¨tigt, welche im Anhang A
dargestellt wird.
Bemerkung — Unla¨ngst wurden in [Bo07] a¨quidistante Bla¨tterungen des Rn un-
tersucht; diese entsprechen den singula¨ren Riemannschen Bla¨tterungen mit eigentlich
eingebetteten Bla¨ttern auf dem Rn. Ihre globale Struktur ist insofern besser zu ver-
stehen und zu beschreiben, als dass die Bla¨tterungen keine Ausnahmebla¨tter besitzen,
der Quotientenraum M/F ist ein Alexandrov-Raum mit natu¨rlicher Metrik, und die
kanonische Projektion darauf ist eine Submetrie. Besonders hingewiesen sei auf neue
Beispiele fu¨r Riemannsche Bla¨tterungen auf dem Rn im fu¨nften Kapitel jener Arbeit.
Im vierten Kapitel widmen wir uns der Verallgemeinerung einer aus topologischer
Sicht sehr interessanten Eigenschaft von variationell vollsta¨ndigenWirkungen, der Taut-
heit der Bla¨tter, welche von Bott und Samelson in [BS58] fu¨r diese Wirkungen bewiesen
wurde. Um zu verstehen, was es damit auf sich hat, machen wir einen kleinen Ausflug
in die Morse-Theorie (siehe hierzu [Mor34]).
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Einleitung
Auf dem Raum P (M,N × p) der absolut stetigen Wege mit quadrat-integrabler
Ableitung, die in einem Blatt N beginnen und in einem Punkt p, der nicht Fokalpunkt
von N ist, enden, ist das Energie-Integral




eine Morse-Funktion, fu¨r die der Indexsatz gilt: Der Index von Ep in einem kritischen
Punkt c ist gleich der Summe der Fokalpunkte vonN entlang c|(0,1) geza¨hlt mit Vielfach-
heiten. Es bezeichne µk die Zahl kritischer Punkte vom Index k von Ep in P (M,N×p);
die k-te Bettizahl von P (M,N × p) bezu¨glich Z2-Koeffizienten (d.h. die Dimension der
k-ten Homologiegruppe als Z2-Vektorraum) sei bk. Fu¨r alle k ist µk endlich, und es
gelten die Morse-Ungleichungen
µk ≥ bk fu¨r alle k.
Eine Morse-Funktion heißt perfekt, wenn fu¨r alle k Gleichheit gilt: µk = bk.
Definition — Eine eigentliche Immersion N → M heißt taut, wenn das Energie-
Integral Ep : P (M,N×p)→ R perfekt ist fu¨r jeden Punkt p inM, der nicht Fokalpunkt
von N ist.
Die Beweisstrategie von Bott und Samelson zum Nachweis der Tautheit variationell
vollsta¨ndiger Wirkungen la¨sst sich auf singula¨re Riemannsche Bla¨tterungen ohne ho-
rizontal konjugierte Punkte gut, aber nicht problemlos u¨bertragen. Also machen wir
einen vorsichtigen ersten Schritt und zeigen
Satz— Es sei (M,F) eine singula¨re Riemannsche Bla¨tterung ohne horizontal konju-
gierte Punkte. Dann sind die regula¨ren Bla¨tter von (M,F) 0-taut, d.h. es gilt µ1 = b1.
Die Probleme bei der Verallgemeinerung fu¨r jedes k tun sich gerade bei den Aus-
nahmebla¨ttern auf. Aber mittels des vorigen Satzes ko¨nnen wir diese fu¨r eine einfach
zusammenha¨ngende Mannigfaltigkeit ausschließen.
Satz — Ist M eine vollsta¨ndige, einfach zusammenha¨ngende Mannigfaltigkeit, und
ist (M,F) singula¨r Riemannsch ohne horizontal konjugierte Punkte (mit eigentlich
eingebetteten Bla¨ttern), so besitzt (M,F) keine Ausnahmebla¨tter.
Schließlich ko¨nnen wir den Nachweis der Tautheit allgemein angehen und zeigen
Theorem — Es sei M einfach zusammenha¨ngend. Die regula¨ren Bla¨tter einer sin-
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1.1 Singula¨re Riemannsche Bla¨tterungen; Notation
Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n. Eine vollsta¨ndige
Unterteilung F von M in zusammenha¨ngende, eingebettete Untermannigfaltigkeiten,
die Bla¨tter, heißt eine singula¨re Riemannsche Bla¨tterung, falls folgende zwei Bedingun-
gen erfu¨llt sind:
(I) Der Modul ΞF glatter Vektorfelder auf M , die tangential zu den Bla¨ttern sind, ist
transitiv auf den Bla¨ttern, d.h. ist Np das Blatt durch p, so gibt es zu jedem Vektor
v ∈ TpNp ein Vektorfeld X ∈ ΞF mit X(p) = v.
(II) Die Metrik g auf M ist an F angepasst : Jede Geoda¨tische in M, die ein Blatt
senkrecht schneidet, schneidet jedes getroffene Blatt senkrecht.
Eine Geoda¨tische wie in (II) beschrieben, die also senkrecht zu den Bla¨ttern steht,
wird horizontal genannt. Im Folgenden sei (M,F) immer eine singula¨re Riemannsche
Bla¨tterung der Riemannschen Mannigfaltigkeit M mit angepasster Metrik g.
Um zu verdeutlichen, dass ein Blatt N den Punkt p entha¨lt, schreiben wir diesen als
Index des Blattes: Np. Ist γ : [a, b]→M eine zu den Bla¨ttern senkrechte Geoda¨tische,
so werden Nt und Nγ(t) synonym verwendet.
Die ho¨chste Dimension der Bla¨tter sei k. Ein Blatt heißt regula¨r, wenn es Dimension
k hat, sonst singula¨r. Genauso heißt ein Punkt p in M regula¨r (bzw. singula¨r), wenn
Np regula¨r (bzw. singula¨r) ist. Ist die Dimension aller Bla¨tter gleich k, so spricht man
von einer (regula¨ren) Riemannschen Bla¨tterung.
Eine Bla¨tterung, die nur die Bedingung (I) erfu¨llt, ist eine singula¨re Bla¨tterung im
Sinne von [Ste74] und [Su73]. Fu¨r eine solche gibt es die folgende lokale Beschreibung:
Es seien p ∈Mund Np ein Blatt der Dimension l. Dann existieren eine Umgebung U
von p sowie Ball-Umgebungen Bl und Bn−l des Ursprungs in Rl bzw. Rn−l und eine
lokale Karte ψ : U → Bl × Bn−l mit ψ(p) = (0, 0); ist L ein weiteres Blatt von F , so
gilt:
L ∩ ψ−1(Bl ×Bn−l) = ψ−1(Bl × Lˆ), wobei Lˆ = {x ∈ Bn−l | ψ−1(0, x) ∈ L}.
Wir nennen ψ eine Bla¨tterungskarte. Es folgt, dass die Bla¨tter lokale Scheiben trans-
versal schneiden. Es folgt außerdem sofort, dass die Dimension der Bla¨tter auf M eine
unterhalbstetige Funktion ist.
Die zweite Eigenschaft der Bla¨tterung, na¨mlich Riemannsch zu sein, ermo¨glicht eine
lokale Beschreibung von (M,F). Es ist ebendiese Beschreibung, die das Fundament fu¨r
die Ergebnisse in den folgenden Kapitel bildet:
Lokale Beschreibung singula¨rer Riemannscher Bla¨tterungen
Es sei Np ⊂ M das Blatt durch p. Weiterhin sei νNp das Normalenbu¨ndel von Np
in TM |Np , wobei wir Np mit dem Nullschnitt darin identifizieren. Fu¨r eine relativ
kompakte, offene, zusammenha¨ngende Teilmenge P ⊂ Np bezeichne Bε(P ) das Bu¨ndel
1
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der offenen, normalen Ba¨lle vom Radius ε um P in Np ⊂ νNp. Ist ε genu¨gend klein,
so definiert die Exponentialabbildung einen Diffeomorphismus von Bε(P ) auf sein Bild
in M, welches eine (distinguierte) Tubenumgebung von P (bzw. um p) mit Radius ε
genannt wird:
exp⊥ : νNp →M ; exp⊥(Bε(P )) =: Tubε(P ).
Eine Tube vom Radius δ < ε um P ist die Menge aller Punkte in Tubε(P ), deren
Abstand zu P gleich δ ist:
SPδ := {x ∈ Tubε(P ) | d(x, P ) = δ}.
Es sei pi : Tubε(P ) → P die Projektion entlang horizontaler Geoda¨tischer. Den senk-
rechten Schnitt
Sε(p) := pi−1(p)
im Punkt p durch die Tubenumgebung nennen wir eine Scheibe. Ist y ∈ Sε(p) und war
ε genu¨gend klein gewa¨hlt, so trifft das Blatt Ny die Scheibe transversal. Mit Lemma
1.1.1 gilt, dass die Zusammenhangskomponente von Ny∩Tubε(P ), die y entha¨lt, in der







Eine ausfu¨hrlichere Beschreibung dieser Grundlagen sowie die Beweise der folgenden
Lemmata und Propositionen finden sich in [Mol88], Kapitel 6.
Lemma 1.1.1— (i) Die Projektion pi : Py → P ist eine surjektive Submersion, und
die Faser pi−1(x) trifft alle Blattstu¨cke der Tubenumgebung fu¨r alle x ∈ P .
(ii) Der Abstand zwischen benachbarten Bla¨ttern ist lokal konstant: d(y˜, P ) = d(y, P )
fu¨r alle y˜ in Py.
Die Vereinigungen von Bla¨ttern mit bestimmten gleichen Eigenschaften, betrachtet




{N ∈ F | dim(N) = q}.
Das regula¨re Stratum Σreg ist die Vereinigung aller Bla¨tter der ho¨chsten Dimension.
Entsprechend bezeichnet Σsing das singula¨re Stratum. Jedes Stratum Σq ist eine einge-
bettete Untermannigfaltigkeit von M ; weiterhin gilt, dass
⋃
q′≤q Σq′ kompakt ist und
2
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dass das regula¨re Stratum offen, zusammenha¨ngend und dicht in M ist. Molino zeigt
in [Mol88], S. 194ff, dass die Unterteilung M =
⋃
q Σq nach Dimensionen der Bla¨tter
eine Stratifizierung (siehe hierzu Kapitel 2.3) ist.
Zu jedem Punkt in Σreg gibt es eine offene Umgebung U so, dass der Raum der
Blattstu¨cke U¯ eine Mannigfaltigkeit ist und die Bla¨tterung F eingeschra¨nkt auf U eine
Submersion piU : U → U¯ definiert. Eine solche Umgebung U wird einfach genannt.
Eine Untermannigfaltigkeit T ⊂ M der Dimension n − k heißt Transversale, wenn in
jedem Punkt p ∈ T der Tangentialraum von T zusammen mit dem Tangentialraum
des Blattes Lp den Raum TpM aufspannt. Die (n−k)-dimensionale Mannigfaltigkeit U¯
kann kanonisch mit einer solchen lokalen Transversalen identifiziert werden. Weiterhin
besitzt U¯ eine Riemannsche Metrik g¯U , so dass der transversale Anteil der Metrik der
Pullback von g¯U durch pi ist. Hierbei gilt:
Proposition 1.1.2 — Ist γ eine Geoda¨tische in U , so ist die Projektion piU (γ) eine
Geoda¨tische in U¯ .
Fu¨r ein Blattstu¨ck PN liefert die Verkettung der homothetischen Transformationen
des Normalenbu¨ndels νN mit exp⊥ : Bε(PN ) → Tubε(PN ) fu¨r alle positiven λ ∈ R
eine homothetische Transformation hλ bezu¨glich PN ; diese ist definiert auf der Tuben-
umgebung Tubmin(ε, 1
λ
ε)(PN ), und es gilt:
Lemma 1.1.3— Die homothetische Transformation hλ bildet in ihrem Definitionsbe-
reich Blattstu¨cke auf Blattstu¨cke ab, sie erha¨lt die Bla¨tterung F .
Ist γ eine zu den Bla¨ttern senkrechte Geoda¨tische, so gilt wegen dieses Lemmas
innerhalb einer Tubenumgebung von γ(0)
dim(Nγ(t)) = konstant fu¨r alle t > 0.
Eine im Folgenden hilfreiche Beobachtung sei hier noch gesondert aufgefu¨hrt:
Proposition 1.1.4 — Ist x ein regula¨rer Punkt und ist γ : [0, ρ] → Σreg eine in x
zum Blatt Nx senkrecht startende Geoda¨tische, so existiert fu¨r genu¨gend kleine t eine






Mit dieser Vorstellung von der lokalen Geometrie einer singula¨ren Riemannschen
Bla¨tterung ko¨nnen wir die Frage nach globalen Beschreibungen stellen: Wie la¨sst sich
die Lage von Bla¨ttern inM beschreiben?Wie la¨sst sich die Lage von Bla¨ttern zu benach-
barten Bla¨ttern global beschreiben? Lassen sich Aussagen u¨ber die Lage von regula¨ren
bzw. singula¨ren Bla¨ttern herleiten? Ein im Weiteren mehrfach benutztes Hilfsmittel fu¨r
entsprechende ”lokal-global-Schlu¨sse“ ist das folgende:
3
1 Pra¨liminarien
Schieben entlang der Bla¨tter
Es seien U ⊂M eine einfache Menge wie oben beschrieben, L ein Blatt und PL ⊂ L∩U
ein Blattstu¨ck in U mit x, x′ ∈ PL. Eine lokale Tubenumgebung von PL sei Tubε(PL).
Weiterhin seien T und T ′ zwei lokale Transversale in U durch x bzw. x′. Es sind
W = Tubε(PL) ∩ T und W ′ = Tubε(PL) ∩ T ′ offene Umgebungen um x, bzw. x′, so
dass piU : W → piU (W ) und piU : W ′ → piU (W ′) Diffeomorphismen sind. Es gilt wegen
Lemma 1.1.1, dass piU (W ) = piU (W ′) ⊂ U¯ . Die Zugeho¨rigkeit der Punkte zu ihrem in U
liegenden Blattstu¨ck bestimmt also eindeutig einen Diffeomorphismus von W nach W ′.
Diesen nennen wir Schieben entlang der Bla¨tter von x nach x′ (siehe [Mol88], Abschnitt
1.7).
Allgemeiner seien nun x, x′ ∈ L ⊂ Σreg beliebig. Wir wa¨hlen einen stetigen Weg
c : [0, 1] → L mit c(0) = x und c(1) = x′ und u¨berdecken diesen endlich mit einfachen
Mengen Ui, i = 1, . . . , l. In jedem Schnitt Ui ∩ Ui+1 sei eine Transversale Ti gewa¨hlt,
desgleichen seien Tx und Tx′ Transversale durch x bzw. x′. Dann gibt es wie oben
offene Mengen W0 ⊂ Tx,Wi ⊂ Ti,Wl+1 ⊂ Tx′ und, nach Einschra¨nkung dieser Men-
gen auf den kleinsten Radius εmin der lokalen Tubenumgebungen, Diffeomorphismen
Φj :Wj →Wj+1, j = 0, . . . , l + 1, deren Verkettung einen Diffeomorphismus Φ von ei-
ner Umgebung um x in Tx in eine Umgebung um x′ in Tx′ liefert. Wir nennen Φ Schieben
entlang der Bla¨tter von x nach x′ entlang c. Diese Abbildung ist also definiert fu¨r Punk-
te aus Bla¨ttern, deren Abstand zu L kleiner εmin ist. Der Keim hc von Φ ha¨ngt weder
von der Wahl der U¨berdeckung noch von der Wahl der Transversalen und bezu¨glich c
nur von der Homotopieklasse dieses Weges ab.
Da in jedem Punkt c(t), t ∈ [0, 1], die Scheibe Sεmin(c(t)) eine lokale Transversale ist,
erhalten wir zu jedem y ∈ Sεmin(x) einen eindeutigen, stetigen Weg c˜y : [0, 1]→ Ly von
y nach Φ(y) ∈ Sεmin(x′) mit d(c˜y(t), c(t)) = d(y, x) fu¨r alle t ∈ [0, 1].
Noch allgemeiner sprechen wir im Folgenden vom Verschieben eines Abstandes δ
entlang der Bla¨tter von y nach y′ in dieser Situation: Die Beschra¨nkung auf das regula¨re
Stratum sei aufgehoben. Die Punkte y und y′ aus einem beliebigen (auch singula¨ren)
Blatt L seien durch einen Weg c ∈ L verbunden. Gibt es nun eine Tubenumgebung
von L, die c entha¨lt, so wissen wir aus Lemma 1.1.1: Wenn y den Abstand δ zu x in
dieser Umgebung hat, so gibt es im Blatt Lx einen Punkt x′ mit d(y′, x′) = δ. Ferner
gibt es auch hier einen stetigen Weg c˜x wie oben von x nach x′ in Lx, dieser ist aber
im Allgemeinen nicht eindeutig.
1.2 Fokal-, Schnittpunkte und der Schnittort eines Blattes
Die Begriffe ”konjugierter Punkt“, ”Schnittpunkt“ und ”Schnittort eines Punktes“ wie
zum Beispiel in [dC93] definiert, lassen sich auf Untermannigfaltigkeiten wie folgt u¨ber-
tragen (siehe hierzu [dC93], Kapitel 10 Abschnitt 4, sowie [To04]):
Es sei N ⊂M eine Untermannigfaltigkeit mit Tangentialbu¨ndel TN ⊂ TM |N , Nor-
malenbu¨ndel νN und zugeho¨riger normaler Exponentialabbildung exp⊥ : νN →M.
Falls v ein kritischer Punkt von exp⊥ ist, so heißen v Fokalvektor und exp⊥(v) Fo-
kalpunkt.
Es sei γ eine Geoda¨tische mit γ(0) ∈ N, γ˙(0) ⊥ N. Ein N -Jacobifeld la¨ngs γ ist ein
Jacobifeld J la¨ngs γ, d.h. J genu¨gt der Differentialgleichung J ′′ + R(J, γ˙)γ˙ = 0, das
zusa¨tzlich
J(0) ∈ Tγ(0)N und J ′(0) +Aγ˙(0)(J(0)) ∈ νγ(0)N
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erfu¨llt; dabei ist Aγ˙(0) : Tγ(0)N → Tγ(0)N ; Aγ˙(0)X = −(∇MX γ˙(0))T die Weingarten-
Abbildung. J ist ein N -Jacobifeld genau dann, wenn es das Variationsvektorfeld einer
Variation fs von γ ist, in der alle Wege fs Geoda¨tische sind mit fs(0) ∈ N, f˙s(0) ⊥ N.
Proposition 1.2.1— Es gilt fu¨r eine Geoda¨tische γ senkrecht zu N in γ(0):
γ(t) ist Fokalpunkt von N la¨ngs γ ⇔ tγ˙(0) ist kritischer Punkt von exp⊥
⇔ es existiert ein nicht-verschwindendes
N -Jacobifeld J la¨ngs γ mit J(t) = 0.
Die Multiplizita¨t von γ(t) ist gleich der Dimension des Kerns von d(exp⊥)tγ˙(0). Die-
se ist außerdem gleich der Dimension des Raumes der Jacobifelder la¨ngs γ, die in t
verschwinden.
Es sei nun N ⊂ M eine eigentlich immersierte Untermannigfaltigkeit, γv bezeichne
die Geoda¨tische mit Startvektor v ∈ TM. Ferner sei ν1N das Einheitsnormalenbu¨ndel
von N. Die Schnittortfunktion ist definiert durch
σ : ν1N → [0,∞];σ(v) = sup{t ∈ R | d(γv(t), N) = t}.
Der Schnittort von N ist definiert als die Menge
CN := exp⊥{σ(v)v | σ(v) <∞, v ∈ ν1N}.
Wir nennen v ∈ νN minimal, falls ‖v‖ ≤ σ( v‖v‖); die entsprechende Geoda¨tische
γv|[0,1] und jede ihrer Umparametrisierungen konstanter Geschwindigkeit heißen mi-
nimale Geoda¨tische. Ein minimaler Vektor v wird Schnittvektor genannt, wenn es ein
minimales w ∈ νN ungleich v mit gleichem Endpunkt gibt; exp⊥(v) ist dann ein Schnitt-
punkt. Es gilt hier ‖v‖ = ‖w‖. Fu¨r den Schnittort gilt:
Proposition 1.2.2 ([To04]) — (i) Jeder Punkt aus dem Schnittort CN ist ein Schnitt-
punkt oder ein Fokalpunkt.
(ii) Die Schnittortfunktion σ ist oberhalbstetig, und
(iii) wenn N eigentlich eingebettet ist, so ist σ stetig und CN ist abgeschlossen in M.
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2 Eigentlich eingebettete Bla¨tter
Die Bla¨tter einer singula¨ren Riemannschen Bla¨tterung sind per definitionem eingebet-
tete Untermannigfaltigkeiten, mu¨ssen aber sonst im Allgemeinen keine weiteren Kri-
terien erfu¨llen, was die Untersuchung derselben erheblich erschwert. Erst unter Zu-
satzvoraussetzungen wie zum Beispiel Vollsta¨ndigkeit, Kompaktheit der Bla¨tter oder
Eigentlichkeit der Einbettungen lassen sich globale Sa¨tze u¨ber Bla¨tter herleiten. Aus
der Kompaktheit folgt wegen Endlichkeit jeder U¨berdeckung sofort die Existenz globa-
ler Tubenumgebungen, siehe [Mol88], Seite 91ff. Im Folgenden setzen wir nur voraus,
dass die Bla¨tter eigentlich eingebettete Untermannigfaltigkeiten sind. Hieraus folgt ins-
besondere, dass Tubenumgebungen von jedem sie treffenden Blatt nur endlich viele
Stu¨cke enthalten, und Ergebnisse u¨ber kompakte Bla¨tter lassen sich auf diesen Fall
verallgemeinern. Ein Gegenbeispiel dazu ist die eindimensionale Torusbla¨tterung mit
irrationalem Winkel.
Sofern in den folgenden Kapiteln nichts anderes gesagt wird, habe die Bla¨tterung
(M,F) ab jetzt immer eigentlich eingebettete Bla¨tter!
2.1 Existenz einer globalen Tubenumgebung
Zuna¨chst wollen wir zeigen, dass es im Fall einer Riemannschen Bla¨tterung mit eigent-
lich eingebetteten Bla¨ttern mo¨glich ist, zu jedem Blatt eine globale Tubenumgebung
zu finden.
Satz 2.1.1— Es seien M vollsta¨ndig und (M,F) eine singula¨re Riemannsche Bla¨tte-
rung mit eigentlich eingebetteten Bla¨ttern. Dann gibt es zu jedem Blatt N ⊂ M ein
εN > 0 so, dass die Einschra¨nkung der Exponentialabbildung vom Normalenbu¨ndel
exp⊥N : BεN (N)→ TubεN (N)
ein Diffeomorphismus ist.
Beweis. Wir fu¨hren den Beweis in zwei Schritten und zeigen:
(i) Die Bla¨tter haben global konstanten Abstand zueinander, genauer: Ist γ : [0, 1]→M
eine horizontale Geoda¨tische, die lokal Ku¨rzeste zwischen N0 und N1 ist, so gibt es zu
jedem Punkt x ∈ N0 eine horizontale Geoda¨tische der La¨nge L(γ) von x nach N1, und
diese ist auch lokal eine Ku¨rzeste zwischen N0 und N1. Dabei nennen wir γ eine lokale
Ku¨rzeste, falls es eine Umgebung P0 ⊂ N0 um γ(0) und eine Umgebung P1 ⊂ N1 um
γ(1) gibt, so dass d(P0, P1) = L(γ).
(ii) Der Abstand eines Blattes N zu seinem Schnittort CN ist von Null weg beschra¨nkt.
Fu¨r jede solche untere Schranke r > 0 ist nach Definition von CN die Abbildung
exp⊥N : Br(N)→ Tubr(N)
ein Diffeomorphismus.
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Zu (i): Die Abgeschlossenheit dieser Aussage bezu¨glich x ist klar. Zu zeigen ist Of-
fenheit. Diese folgt nicht sofort aus der Existenz lokaler Tubenumgebungen, denn γ(0)
ist im Allgemeinen nicht in einer solchen Umgebung um ein Stu¨ck von N1 enthalten,
zum Beispiel kann γ(0) singula¨r, aber N1 regula¨r sein. Es sei also γ : [0, 1] → M ei-
ne horizontale Geoda¨tische, die lokale Ku¨rzeste zwischen einem Blattstu¨ck P0 ⊂ N0
und einem Stu¨ck P1 um γ(1) ist. Zu zeigen: Es gibt eine Umgebung U ⊂ P0 um γ(0)














Es seien um γ(0) und γ(1) die oben genannten Stu¨cke P0 ⊂ N0 und P1 ⊂ N1 Zentren von
zur U¨berdeckung geho¨renden Umgebungen, und alle Zentrumsbla¨tter der Tubenumge-
bungen schneiden γ. Weiterhin sei die Unterteilung 0 = t0 < t1 < . . . < tk < tk+1 = 1,
wobei Pti fu¨r alle i Zentrum einer zur U¨berdeckung geho¨renden Tubenumgebung ist, mi-
nimal gewa¨hlt, d.h. jeder Punkt von γ liegt entweder in genau einer oder aber im Schnitt
von genau zwei aufeinander folgenden Tubenumgebungen. Die Punkte {si}k+1i=1 ⊂ [0, 1]
seien dann so gewa¨hlt, dass
0 = t0 < s1 < t1 < s2 < . . . < tk < sk+1 < tk+1 = 1,
und γ(si) liege jeweils im Schnitt zweier Umgebungen:
γ(si) ∈ Tub(Pti−1) ∩ Tub(Pti).
Es sei nun U ⊂ P0 eine genu¨gend kleine Umgebung um γ(0) und x ∈ U. Die Umgebung
U muss so klein gewa¨hlt sein, dass die nachfolgende Konstruktion einer gebrochenen
Geoda¨tischen durch die Tubenumgebungen mo¨glich ist; ein solches U existiert, da γ
ganz in der endlichen, offenen U¨berdeckung enthalten ist.
Da wir uns innerhalb der Tubenumgebung Tub(P0) befinden, gibt es eine Geoda¨ti-
sche, sogar Ku¨rzeste, c1 : [0, 1]→ Tub(P0), so dass c1(0) = x und c1(1) ∈ Ns1 , und die
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La¨nge von c1 ist gleich der La¨nge von γ eingeschra¨nkt auf [0, s1]. Genauso gibt es eine
Ku¨rzeste c2 von c1(1) ⊂ Ns1 nach Pt1 mit La¨nge L(γ|[s1,t1]). So fortfahrend erhalten wir
eine gebrochene Geoda¨tische c = c1c2 . . . c2k+2 der La¨nge L(c) = L(γ) = d(γ(0), P1),
die in x ∈ U beginnt und in P1 endet. Es folgt, dass der Abstand von x zu P1 kleiner
oder gleich L(c) = L(γ) ist.
Es war aber γ eine lokale Ku¨rzeste, so dass aus
L(γ) ≤ d(x, P1) ≤ L(γ)
die Gleichheit folgt.
Zu (ii): Es sei N ein beliebiges Blatt in M . Weiterhin sei ε > 0 so gewa¨hlt, dass
es ein Stu¨ck PN ⊂ N gibt, fu¨r das Tubε(PN ) eine Tubenumgebung ist. Wir ko¨nnen
zusa¨tzlich annehmen, dass das Blatt N die Menge exp⊥N (Bε(PN )) nur einmal, na¨mlich
als Zentrum, trifft.
Nun sei angenommen, dass inf{d(p, CN ) | p ∈ N} = 0. Da die Bla¨tter eigentlich ein-
gebettete Untermannigfaltigkeiten sind, folgt nach Proposition 1.2.2, dass die Schnitt-
ortfunktion σN stetig ist. Also finden wir ein Blatt L mit d(PL, PN ) = ε3 , wobei PL
eine Zusammenhangskomponente von L ∩ Tubε(PN ) ist, einen Punkt q ∈ N so, dass
d(q, CN ) < ε3 , und wegen (i) eine horizontale Geoda¨tische γ, die den Abstand d(q, CN )
realisiert und bei der La¨nge ε3 das Blatt L schneidet. Da der Schnittort von N auf γ
vor L liegt, ist γ nicht die ku¨rzeste Verbindung zwischen q ∈ N und L. Es folgt, dass
δ := d(q, L) < ε3 . Verschieben wir nun diesen lokalen Abstand zwischen L und N nach
PN vermo¨ge (i), so folgt, dass ein Stu¨ck von L auch in der Tubenumgebung Tubε(PN )
auf der δ-Abstandspha¨re von N liegt. Aber PL ⊂ L liegt auf der ε3 -Spha¨re um PN .
Nochmaliges Verschieben vom δ-Abstand nach PL zeigt, dass ein weiteres Stu¨ck von N












Also gilt inf{d(p, CN ) | p ∈ N} > 0, was zu zeigen war. 
Mit diesem Satz lassen sich Aussagen, die unter der Zusatzvoraussetzung kompakter
Bla¨tter bewiesen wurden, auf den Fall eigentlich eingebetteter Bla¨tter u¨bertragen, so
zum Beispiel Ergebnisse aus Kapitel 3.5 bis 3.7. und Kapitel 6.2ff in [Mol88] (Bemer-
kung: Alexandrino und To¨ben benutzen in [AT07] einige dieser Aussagen im nicht-
kompakten Fall, ohne auf diese Problematik hinzuweisen).
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Insbesondere gilt nicht nur fu¨r eine regula¨re Riemannsche Bla¨tterung mit kompakten
Bla¨ttern, sondern allgemein fu¨r eine singula¨re Riemannsche Bla¨tterung mit eigentlich
eingebetteten Bla¨ttern Lemma 3.7. aus [Mol88] wie folgt:
Lemma 2.1.2— Es seien N ∈ F beliebig und TubεN (N) eine globale Tubenumgebung
wie in Satz 2.1.1. Dann gilt:
(i) Fu¨r jedes x ∈ N ist die Scheibe Sε(x) transversal zur Bla¨tterung. Zusa¨tzlich gilt
fu¨r N ⊂ Σreg : Fu¨r alle x ∈ N gibt es eine Umgebung Py ⊂ N, so dass SεN (Py) eine
einfache, offene Umgebung ist.
(ii) TubεN (N) ist saturiert, d.h. sie ist eine Vereinigung von Bla¨ttern. Fu¨r jedes Blatt
L ⊂ TubεN (N) ist d(x,N) konstant fu¨r alle x ∈ L. 
2.2 (Blatt-)Holonomie und Ausnahmebla¨tter
In [Mol88] wir der Begriff der (Blatt-)Holonomie fu¨r Riemannsche Bla¨tterungen mittels
des hier im Abschnitt 1.1 beschriebenen Schiebens entlang der Bla¨tter definiert. Also
schra¨nken wir uns im Folgenden auf das regula¨re Stratum Σreg ein und definieren in
der Notation jenes Abschnittes:
Ist c eine Schleife in x und wa¨hlt man die Transversalen T = T ′, so ist hc der
Keim von einem lokalen Diffeomorphismus, der x fest la¨sst. Fu¨r die Komposition zweier
Schleifen c1 und c2 in x gilt offensichtlich hc1c2 = hc1 ◦ hc2 . Damit erhalten wir einen
Gruppenhomomorphismus
hx : pi1(L, x)→ Diffx(T ),
dessen Bild die Holonomiegruppe von L in x ist. Vermo¨ge der Identifikation einer lokalen
Transversalen mit dem Quotienten U¯ ist die Holonomiegruppe unabha¨ngig von der
Wahl von T.
Wir nennen ein regula¨res Blatt Ausnahmeblatt, wenn es nichttriviale Holonomie hat.
Weiterhin bezeichnen wir ein regula¨res Blatt N als regula¨r im engeren Sinn (abgeku¨rzt:
i.e.S. regula¨r), falls es einen Punkt p aus N und eine lokale Tubenumgebung um p gibt,
in der jedes Blatt, das diese Umgebung schneidet, genau ein Stu¨ck besitzt. Man beach-
te, dass Bla¨tter mit trivialer Holonomie nur unter der Zusatzvoraussetzung eigentlich
eingebetteter Bla¨tter den im engeren Sinn regula¨ren entsprechen, was wir im folgenden
Lemma zeigen werden. Das Stratum dieser Bla¨tter bezeichnen wir dementsprechend
mit Σtriv.
Lemma 2.2.1— Es sei (M,F , g) eine singula¨re Riemannsche Bla¨tterung mit eigent-
lich eingebetteten Bla¨ttern. Dann gilt fu¨r jedes regula¨re Blatt N :
N hat nichttriviale Holonomie in x genau dann, wenn es zu jeder genu¨gend kleinen
Tubenumgebung um x ∈ N (bzw. zu jeder Scheibe durch x) ein Blatt gibt, das diese
mehrfach trifft.
Bevor wir dieses Lemma beweisen, noch ein paar U¨berlegungen zur Holonomie und
zur Lage von Blattstu¨cken um Ausnahmebla¨tter herum. Diese Aussagen gelten in je-
der global definierten Tubenumgebung, lassen sich aber auch lokal beweisen, wenn die
lokalen Umgebungen genu¨gend klein gewa¨hlt werden.
10
2.2 (Blatt-)Holonomie und Ausnahmebla¨tter
Bemerkung — (i) Die Zahl, wie oft ein bestimmtes Blatt in der Na¨he des regula¨ren
Blattes N eine Scheibe S(x), x ∈ N, trifft, ist unabha¨ngig von x ∈ N , und
(ii) die Holonomie eines Blattes ist nichttrivial in jedem Punkt des Blattes, wenn sie
es in einem Punkt ist.
(iii) Die Ha¨ufigkeit, wie oft ein im engeren Sinn regula¨res Blatt eine Scheibe S(x)
trifft, ist konstant auf den Zusammenhangskomponenten von Σtriv ∩ S(x).
(iv) Die Stu¨cke eines Blattes B, das eine genu¨gend kleine Tubenumgebung um x ∈ N
mehrfach trifft, liegen alle in einer Tube um N , d.h. sie haben alle den selben Abstand
zu N .
Zu (i): Es sei y ∈ N ein weiterer Punkt des Ausnahmeblattes. Nach Satz 2.1.1 gibt es
eine Tubenumgebung um N , die x und y entha¨lt. S(x) sei die Scheibe durch x. Es sei B
ein Blatt, so dass B∩S(x) = {p1, . . . , pr}. Verschieben der Absta¨nde von pi zu x entlang
N nach y ergibt, dass B auch die Scheibe S(y) trifft, zu zeigen ist: in r Komponenten.
Die Punkte pi ko¨nnen auf dem Weg von x nach y aber nicht zusammenfallen, denn:
a) Falls zwei Punkte in unterschiedlichem Abstand zu x liegen, so auch zu y wegen
lokal konstantem Abstand der Bla¨tter.
b) Falls zwei Punkte pi, pj die gleiche Normalenspha¨re um x schneiden, folgt aus pi 6= pj ,
dass d(pi, pj) = s > 0. Es sei dann p′i ein Punkt in S(y), den man durch Schieben entlang
der Bla¨tter von x nach y aus pi entha¨lt, und c˜ sei ein stetiger Weg von pi nach p′i. Wir
ko¨nnen eine lokale Tubenumgebung um c˜ wa¨hlen, deren Radius kleiner als s ist und
die pj nicht entha¨lt. Damit folgt, dass auch p′j nicht in dieser Umgebung enthalten ist.
Vertauschen der Rollen von x und y ergibt die Behauptung.
Offensichtlich folgt (ii) aus (i).
Es sei B ein im engeren Sinn regula¨res Blatt. Die Offenheit in Punkt (iii) folgt so: Es
gibt ein δ > 0 und zu jedem Punkt aus B ∩ S(x) eine Tubenumgebung mit Radius δ,
die ganz in der Tubenumgebung um x ∈ N enthalten ist, von B nur das Stu¨ck durch
B ∩ S(x) entha¨lt und auch von jedem Blatt, das diese Umgebung schneidet, genau
ein Stu¨ck entha¨lt. Dass diese Stu¨cke aus jeder der Tubenumgebungen zu jeweils den
gleichen Bla¨ttern geho¨ren, folgt mittels Schieben entlang der Bla¨tter. Da B beliebig
war, ist diese Eigenschaft offen in Σtriv ∩ S(x). Abgeschlossenheit folgt nun aus der
Offenheit des Komplementes.
Zu (iv): Es sei ε der Radius einer Tubenumgebung um x ∈ N , die vonN nur das Stu¨ck
durch x entha¨lt. Weiterhin seien P1, P2 zwei Stu¨cke eines Blattes in dieser Umgebung, so
dass d(P1, N) < 12ε und d(P2, N) <
1
2ε. Lokal gleicher Abstand der Bla¨tter und Schieben
entlang der Bla¨tter von P1 nach P2 ergeben, dass es ein Stu¨ck von N geben muss, das in
der d(P1, N)-Tube um P2 liegt. Da diese Tube aber in der ε-Tubenumgebung um x ∈ N
enthalten ist, kann jenes Stu¨ck von N nur das durch x sein, also folgt die Behauptung.
Beweis des Lemmas 2.2.1. ”⇒“ Angenommen, es gibt eine Tubenumgebung und
damit eine Scheibe S(x) durch x, die von jedem Blatt genau einmal getroffen wird. Da
jedes dieser Bla¨tter die gleiche Dimension wie N hat, besteht dessen Schnitt mit der
Scheibe nur aus einem Punkt, denn die Bla¨tter innerhalb der Tubenumgebung treffen
die Scheibe transversal. Also liefert Schieben entlang der Bla¨tter nur die Identita¨t auf
S(x).
”⇐“ Es sei c ein geschlossener Weg in N , der in x beginnt und endet. Wir wa¨hlen
eine globale Tubenumgebung um N ; deren Radius sei ε. Wir betrachten nun ein Blatt
B, das die zu dieser Tubenumgebung geho¨rende Scheibe durch den Punkt x mindestens
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zweimal, in b1 und b2, trifft. Verschieben entlang c des Abstandes d(b1, x) nach b2 ist
also nicht-trivial. Aus der Beliebigkeit von B folgt die Behauptung. 
Ziel dieses Abschnittes ist es nun, die Lage von Ausnahmebla¨ttern in M genauer zu
untersuchen. Wir werden zeigen, dass einerseits das Stratum der Bla¨tter mit trivialer
Holonomie, Σtriv, offen, zusammenha¨ngend und dicht in M liegt, und dass andererseits
das Stratum der Ausnahmebla¨tter Σaus = Σreg \Σtriv zumindest lokal die Struktur von
totalgeoda¨tischen Untermannigfaltigkeiten von M tra¨gt.
Proposition 2.2.2 — Es sei (M,F) eine singula¨re Riemannsche Bla¨tterung mit ei-
gentlich eingebetteten Bla¨ttern. Dann liegt die Menge der Bla¨tter mit trivialer Holono-
mie offen und dicht in M .
Beweis. Da Σreg offen und dicht in M ist, genu¨gt es zu zeigen, dass Σtriv offen und
dicht in Σreg liegt. Offenheit ist klar nach Lemma 2.2.1.
Es seien N ein Ausnahmeblatt, x ∈ N und ε0 > 0 so, dass Tubε0(N) eine globale
Tubenumgebung von N ist. Es sei ε < ε0 beliebig. Wenn jedes Blatt die ε3 -Scheibe
durch x ∈ N nur einmal tra¨fe, wa¨re N kein Ausnahmeblatt; es sei also B ein Blatt, das
diese b-mal trifft. Annahme: B ist nicht im engeren Sinn regula¨r. Dann ko¨nnen wir die
vorangegangene U¨berlegung wie folgt iterieren:
Nach Bemerkung (iv) liegen die Punkte {B1, . . . , Bb} = B ∩ S ε
3
(x) von B sogar in
einer zu N normalen Abstandsspha¨re um x (dies ist sichergestellt durch das Drit-
teln des Radius). Nun wa¨hlen wir zu diesen Punkten von B lokale Tubenumgebungen
{Tubδ(Bi)} mit einem festen Radius δ so klein, dass diese sich nicht schneiden, in der
ε
3 -Umgebung um N liegen und je genau ein Bi enthalten; diese dritteln wir wieder. Da





(x) mehrfach, sagen wir c-mal, trifft. Wir erhalten also bc unterschiedliche
Punkte von C in der ε3 -Scheibe um x. Dabei gilt:
(i) Die Punkte Ci1, . . . , Cic haben jeweils den gleichen Abstand von Bi, liegen also in
einer Spha¨re um Bi.
(ii) Alle bc Punkte C11, . . . , Cbc von C liegen in einer Spha¨re mit festem Radius um x.
Ist die Dimension der Mannigfaltigkeit M gleich n und die der regula¨ren Bla¨tter gleich
k, so ist die Dimension einer normalen Abstandsspha¨re eines Punktes in Σreg gleich
(n− k)− 1. Der Raum, in dem die verschiedenen Punkte von C ∩Sε(x) liegen ko¨nnen,
ist also nur noch (n − k − 2)-dimensional (oder kleiner). Wenn auch C wieder ein
Ausnahmeblatt ist, wiederholen wir diese Konstruktion und erhalten ein Blatt, das
die Scheibe mehrmals in konstantem Abstand zu C, konstantem Abstand zu B und
konstantem Abstand zuN schneidet, also liegen diese Schnittpunkte in einem (n−k−3)-
dimensionalen Raum. Spa¨testens nach n − k − 1 Schritten erreichen wir so ein Blatt,
das regula¨r im engeren Sinn ist, denn die Annahme, dass in dessen Umgebung Bla¨tter
noch mehrfach vorbeikommen, fu¨hrt dann zum Widerspruch.
Innerhalb jeder ε-Umgebung von x gibt es also ein im engeren Sinn regula¨res Blatt
bzw. Punkte, die zu einem solchen geho¨ren. Aus der Beliebigkeit von N und x folgt die
Behauptung. 
Fu¨r den Beweis, dass Σtriv zusammenha¨ngend ist, werden wir die Struktur des Aus-
nahmestratums benutzen, die wir wie folgt formulieren ko¨nnen:
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Lemma 2.2.3— Die Zusammenhangskomponenten von Σaus sind Untermannigfaltig-
keiten von Σreg. Na¨mlich entweder isolierte Ausnahmebla¨tter oder aber lokal Urbild von
totalgeoda¨tischen, d.h. lokal konvexen Mengen der lokalen Quotientenra¨ume.
Bemerkung — Der folgende Beweis zeigt nicht, dass diese Zusammenhangskompo-
nenten als Untermannigfaltigkeiten in Σreg bzw. in M keinen Rand haben. Dies wird
jedoch in Lemma 2.3.3 gezeigt; fu¨r die zwischenzeitlichen Aussagen ist diese Behaup-
tung ohne Bedeutung.
Beweis. Liegen alle Ausnahmebla¨tter voneinander isoliert, so stimmt die Behaup-
tung trivialer Weise. Also sei angenommen, es gibt ein Blatt N , zu dem sich Ausnahme-
bla¨tter ha¨ufen. Es folgt sofort, dass N selbst ein Ausnahmeblatt oder singula¨r ist. Wir
wa¨hlen ε so klein, dass Tubε(N) als globale Tubenumgebung definiert ist. Nun sei A
ein Ausnahmeblatt, das in dieser Umgebung liegt. Dann kann man A und N durch ih-
ren Abstand realisierende, insbesondere horizontale Geoda¨tische verbinden; ein Zusam-
menhangsargument und konstanter Abstand der Bla¨tter liefern einen differenzierbaren
Verbindungsstreifen zwischen den beiden Bla¨ttern aus solchen Ku¨rzesten {γa}a∈A, alle
gleicher La¨nge l. Ein weiteres Blatt B, das eine dieser Geoda¨tischen zum Zeitpunkt t
trifft, also einmal zwischen N und A liegt, trifft alle Geoda¨tischen zum Zeitpunkt t.
Auch dies zeigt ein einfaches offen-abgeschlossen-Argument zusammen mit lokal kon-
stantem Abstand der Bla¨tter. Weiterhin liegt sogar jeder Punkt aus B auf einer solchen
Geoda¨tischen, was man wie folgt einsieht:
Wir nehmen den Abstand von einem Punkt p ∈ B zu N und den Abstand von p
zu A und betrachten die zugeho¨rige, gebrochene Geoda¨tische von piN (p) ∈ N nach
piA(p) ∈ A. Da sie stu¨ckweise die gleiche La¨nge hat wie die Verbindungsgeoda¨tischen,
ist sie entweder ungebrochen und schon in dieser Menge enthalten, oder der Abstand
von piN (p) ∈ N nach piA(p) ∈ A ist echt kleiner als l, was unmo¨glich ist.
Wegen Lemma 1.1.3 folgt: Das Blatt B hat die gleiche Dimension wie A. Es sei
nun Tubδ(A) eine globale Tubenumgebung um A, und es sei B wie oben so nah an A
gewa¨hlt, dass B in dieser Umgebung enthalten ist. Es seien a ∈ A beliebig und b ∈ B
der Punkt, der auf der Ku¨rzesten von a nach N liegt. Da wir innerhalb von Tubε(N) ar-
beiten, ist diese eindeutig. In einer Scheibe durch a ist b dann der einzige Punkt aus B,
weil sich die Abstandsspha¨ren Sd(a,b)(a) und Sd(b,N)(γa(l))nur in b beru¨hren. Da A ein
Ausnahmeblatt ist, gibt es in einer beliebig gewa¨hlten Umgebung U(b) ⊂ Tubδ(A) von b
ein i.e.S. regula¨res Blatt, das die Scheibe Sδ(a) mehrfach trifft. Wegen lokal konstantem
Abstand der Bla¨tter muss dieses Blatt U(b)∩Sδ(a) mehrfach schneiden, denn sonst ga¨be







Dies gilt fu¨r jedes B ∈ ⋃a∈A γa ∩ Tubδ(A). Innerhalb von Σreg ist Σaus abgeschlossen,
13
2 Eigentlich eingebettete Bla¨tter
also ist auch das Blatt im Rand, B ∈ ⋃a∈A γa ∩ Tubδ(A), ein Ausnahmeblatt. U¨ber-
nimmt dieses Randblatt B nun die Rolle von A und wiederholen wir den Beweis (ggf.




Wir beobachten: Im lokalen Quotientenraum U¯ liegen die Ku¨rzesten zwischen belie-
bigen Punkten aus piU (Σaus∩U) ganz in piU (Σaus∩U); diese Menge ist also lokal konvex
und damit (im Inneren) glatt, siehe [Wa81]. Als Urbild unter der Submersion piU ist
dann auch Σaus ∩ U glatt. 
Proposition 2.2.4 — Die Menge der Bla¨tter mit trivialer Holonomie, Σtriv, ist zu-
sammenha¨ngend.
Beweis. Angenommen, Σreg \ Σaus ist nicht zusammenha¨ngend. Damit eine Kom-
ponente Z ⊂ Σaus das Stratum der Bla¨tter mit trivialer Holonomie trennt, muss sie
mindestens (n− 1)-dimensional und ohne Rand sein. Da aber Σtriv dicht liegt, kann Z
auch nur ho¨chtens (n − 1)-dimensional sein. Die Fasern des Normalenbu¨ndels von Z
sind dann eindimensional; lokal kann man zwei Punkte, die in unterschiedlichen Zusam-
menhangskompononenten von Σtriv liegen sollen, durch Zuordung von unterschiedlichen
Vorzeichen charakterisieren (man betrachte Z als Nullschnitt im Bu¨ndel). Wir wollen
also zeigen, dass Z nicht orientierbar ist, falls dim(Z) = n− 1.
Erster Fall: Ein einzelnes Ausnahmeblatt N (und damit alle regula¨ren Bla¨tter) hat
Dimension n − 1. Nach der Charakterisierung von Ausnahmebla¨ttern, Lemma 2.2.1,
gibt es in jeder genu¨gend kleinen, lokalen Tube um p ∈ N ein regula¨res Blatt mit
mehr als einem Stu¨ck in der Tube. Trennt N das im engeren Sinn regula¨re Stratum, so
trennt N auch die Tube. In transversaler Richtung, also im Raum der Bla¨tter, besteht
die Tube aber nur aus zwei Punkten, denn sie ist wie das Blatt (n − 1)-dimensional;
und diese beiden Punkte haben unterschiedliches Vorzeichen, liegen also, falls N trennt,
in unterschiedlichen Zusammenhangskomponenten. Sie geho¨ren aber beide zum selben
regula¨ren Blatt, also kann N nicht Σtriv trennen.
Zweiter Fall: Die Zusammenhangskomponente Z ist Vereinigung von Ausnahme-
bla¨ttern. Es seien p ∈ Lp ⊂ Z und Tubε(Lp) eine globale Tubenumgebung von Lp. Nach
Annahme wird Tubε(Lp)∩Σtriv von Z getrennt. Weiterhin gibt es beliebig nahe an p ein
Blatt N ⊂ Σtriv, das Sε(p) in mehreren Punkten schneidet. Es seien x, y ∈ N ∩ Sε(p),
und c : [0, 1]→ N sei ein Weg von x = c(0) nach y = c(1). In jedem Punkt c(t), t ∈ [0, 1],
nehmen wir den Abstand d(c(t),Z). Dieser ist konstant entlang c, denn alle Bla¨tter ha-
ben jeweils konstanten Abstand zueinander. Also gilt d(x,Z) = d(y,Z), und weil Z
eine (n − 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von Σreg ist, liegen x und y in unter-
schiedlichen Zusammenhangskomponenten von Tubε(Lp)∩Σtriv, aber im gleichen Blatt
N. Daher kann Z das Stratum der Bla¨tter mit trivialer Holonomie nicht trennen. 
Aus Bemerkung (iii) zusammen mit den Propositionen 2.2.2 und 2.2.4 folgt:
Korollar 2.2.5 — In einer globalen Tubenumgebung eines Ausnahmeblattes kommen
alle i.e.S. regula¨ren Bla¨tter gleich ha¨ufig vorbei.
Genauer: Es seien N ein Ausnahmeblatt, x ∈ N und Tubε(N) eine globale Tubenum-
gebung des Blattes N . Dann ist die Zahl der Schnittpunkte eines Blattes mit der Scheibe
Sε(x) auf der Menge der im engeren Sinn regula¨ren Bla¨tter in Tubε(N) konstant und
gro¨ßer als 1. 
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Die U¨berlegungen auf den letzten Seiten haben gezeigt, dass sich bei einer singula¨ren
Riemannschen Bla¨tterung mit eigentlich eingebetteten Bla¨ttern selbst die schwerer
fassbaren Ausnahmebla¨tter nicht allzu wild verhalten. Diesen Gedanken wollen wir
ein wenig weiter verfolgen.
In Anbetracht des Korollars 2.2.5 ko¨nnen wir den folgenden, wohldefinierten Begriff
einfu¨hren:
Definition 2.3.1— Der Typ des Ausnahmeblattes Nx ist die natu¨rliche Zahl
aN := #{Sε(x) ∩ L | L ⊂ Σtriv ∩ Tubε(N)}.
Aus der lokalen Beschreibung einer singula¨ren Riemannschen Bla¨tterung kombiniert
mit dem Tubensatz 2.1.1 und Korollar 2.2.5 folgt sofort:
Lemma 2.3.2 — Es sei N ein Ausnahmeblatt vom Typ aN (bzw. i.e.S. regula¨r) mit
globaler Tubenumgebung Tubε(N). Dann ist die orthogonale Projektion
pi : Tubε(N)→ N
eingeschra¨nkt auf ein beliebiges Blatt L ⊂ Tubε(N) eine aNaL -fache U¨berlagerung (bzw.
ein globaler Diffeomorphismus). 
Ehe wir die Differenzierung von Σaus nach den Typen der Bla¨tter genauer untersu-
chen, zuna¨chst ein Lemma allgemeinerer Art. Im Kapitel 4 werden wir die Antwort der
folgenden, in den hiesigen Kontext passenden Frage beno¨tigen: Wenn c : (−ε, ε)→ M
eine horizontale Geoda¨tische ist, was ko¨nnen wir u¨ber die Lage von Ausnahmebla¨ttern
oder aber Bla¨ttern mit trivialer Holonomie, die c schneiden, sagen?
Lemma 2.3.3— Ist c(0) sowohl Ha¨ufungspunkt von Ausnahmepunkten auf c als auch
Ha¨ufungspunkt von i.e.S. regula¨ren Punkten auf c, so ist c(0) singula¨r.
Beweis. Ohne Einschra¨nkung sei angenommen, dass ε > 0 so klein gewa¨hlt wur-
de, dass zum einen Tubε(N0) eine globale Tubenumgebung ist, und dass zum anderen
auf c|(−ε,0) nur Ausnahmepunkte und auf c|(0,ε) nur i.e.S. regula¨re Punkte liegen. Dass
letzteres mo¨glich ist, folgt aus Lemma 2.2.3: Liegt ein Ausnahmeblatt innerhalb einer
globalen Tubenumgebung eines anderen Blattes, so sind alle Bla¨tter, die eine hori-
zontale Verbindungs-Geoda¨tische dieser Bla¨tter treffen, Ausnahmebla¨tter. Ferner sei
angenommen, dass N0 ein Ausnahmeblatt ist.
Nun sei x ∈ Σtriv ∩ c mit d(x, c(0)) = ε4 . Das zugeho¨rige Blatt Nx schneidet die Tube
Tubε(N0) mehrfach, na¨mlich aN0-mal (fu¨r dies und alles Weitere siehe auch die nach-
folgende Skizze). Alle diese Schnittpunkte {xi} mit einer Scheibe durch c(0) liegen auf
der Abstandsspha¨re Sc(0)ε
4
(Bemerkung (iv) zu Lemma 2.2.1). Es gilt y := c(− ε4) ∈ Σaus
und natu¨rlich d(x, y) = ε2 . Wir verschieben diesen Abstand entlang des Blattes Nx
zu den verschiedenen Punkten {xi}. Es folgt, dass auch das Ausnahmeblatt Ny die
Tube Tubε(N0) mehrfach trifft; wegen der Abstandsbedingung zu N0 mu¨ssen auch





liegen. Aus d(x, y) = ε2 = d(xi, yi) fu¨r alle i folgt weiterhin, dass yi jeweils
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der Antipodenpunkt zu xi ist. Aber Ny ist ein Ausnahmeblatt, also treffen i.e.S. re-
gula¨re Bla¨tter eine globale Tubenumgebung von Ny mehrfach. Diese Umgebung ko¨nnen
wir nun so klein wa¨hlen, dass weder c(0) noch einer der Punkte xi darin enthalten
ist. Ein i.e.S. regula¨res Blatt, das eine solche Tube aNy -mal schneidet, schneidet die









Zwar haben wir von Anfang an die Menge Σaus ein Stratum genannt, aber uns bisher
noch nicht klar gemacht, dass diese intuitive Begriffswahl (modulo Zusammenhangs-
komponenten) im genauen Sinn der Definition auch angebracht ist. Es sei hier zuna¨chst
kurz wiederholt, was man unter einer Stratifizierung einer Mannigfaltigkeit versteht:
Eine lokal endliche Partition einer Mannigfaltigkeit M in lokal abgeschlossene, zu-
sammenha¨ngende Untermannigfaltigkeiten Mi (i ∈ I) von M , die Strata, heißt eine
Stratifizierung, falls folgende Bedingung erfu¨llt ist: Fu¨r jedes i ∈ I gilt fu¨r den Ab-
schluss M i in M, dass
M i =Mi ∪
⋃
j∈Ii
Mj , wobei Ii ⊂ I \ {i} und dimMj < dimMi fu¨r alle j ∈ Ii.
Man nennt diese Partition eine Whitney-Stratifizierung, falls zusa¨tzliche Regularita¨ts-
bedingungen erfu¨llt sind:
a) Fu¨r jedes i ∈ I, j ∈ Ii und jede Folge {xn} ⊂ Mi mit limn→∞ xn = x ∈ Mj und
limn→∞ TxnMi = L im Grassmannbu¨ndel von TM gilt: TxMj ⊂ L.
b) Sind {xn} eine Folge wie in a) und {yn} eine Folge im Grenzstratum Mj so, dass
lim yn = x und yn 6= xn fu¨r alle n, dann ist jede Grenzgerade der eindimensionalen
Unterra¨ume R · λ(xn, yn) von TxnM fu¨r n → ∞ enthalten in L. Dabei ist λ ein Dif-
feomorphismus von einer offenen Umgebung der Diagonalen in M ×M auf eine offene
Umgebung des Nullschnittes in TM. (Die Menge der Grenzgeraden ha¨ngt offensichtlich
nicht von der Wahl von λ ab.)
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Fu¨r den Spezialfall, dass eine singula¨re Riemannsche Bla¨tterung die Orbitbla¨tterung
einer eigentlichen Gruppenwirkung ist, ist bekannt, dass die Unterteilung in Orbittypen
die Bedingungen an eine Whitney-Stratifizierung erfu¨llt. Wir vermuten, dass dies auch
im Allgemeinen fu¨r eine singula¨re Riemannsche Bla¨tterung mit eigentlich eingebetteten
Bla¨ttern der Fall ist.
Hier zeigen wir, dass diese Unterteilung in Blatttypen zumindest eine Stratifizierung
ist; die wichtigste Zutat dafu¨r ist das folgende Lemma:
Lemma 2.3.4 — Ist p Ha¨ufungspunkt von Ausnahmepunkten {pi}∞i=1 und nicht sin-
gula¨r, so ist Np ein Ausnahmeblatt, und es gilt fu¨r den Typ des Blattes:
aNp ≥ lim sup{aNi}, wobei aNi := aNpi .
Ferner ist die Funktion x 7→ aNx entlang jeder horizontalen Geoda¨tischen c ⊂ Σaus bis
auf isolierte Punkte konstant, d.h. fast alle Bla¨tter, die c schneiden, sind vom gleichen
Typ, die u¨brigen sind von ho¨herem Typ.
Beweis. Zu jeder Tubenumgebung von p gibt es ein i0 ∈ N, so dass die Ausnah-
mebla¨tter {Npi}i≥i0 die Tubenumgebung schneiden. Damit gibt es fu¨r jedes i ≥ i0
regula¨re Bla¨tter, die diese Tubenumgebung mindestens aNi-mal schneiden, na¨mlich
i.e.S. regula¨re Bla¨tter, die sehr nahe an Npi liegen und dessen Typ definieren. Da die
Bla¨tter eigentlich eingebettet sind, ist die Zahl aNp und damit auch die rechte Seite der
Ungleichung endlich, und es folgt die erste Behauptung.
Beschra¨nken wir uns auf eine zusammenha¨ngende Teilmenge U ⊂ Σaus, so ko¨nnen
wir darin die Menge der Ausnahmebla¨tter von minimalem Typ betrachten; es folgt aus
dem eben bewiesenen, dass diese Menge offen in U ist. Mit den Methoden des Bewei-
ses zu Proposition 2.2.2 (Tubenumgebungen dritteln, Absta¨nde verschieben, iterieren)
sieht man leicht, dass diese Bla¨tter aufgefasst werden ko¨nnen als regula¨r in U , d.h. in
Tubenumgebungen von Ausnahmebla¨ttern ho¨heren Typs mu¨ssen diese mehrfach vorbei
kommen. Ha¨ufen sich also entlang einer horizontalen Geoda¨tischen in Σaus zwei ver-
schiedene Typen von Ausnahmebla¨ttern, so ko¨nnen wir den Beweis des Lemmas 2.3.3
auf diesen Fall u¨bertragen und es folgt, dass der Ha¨ufungspunkt singula¨r sein muss, ein
Widerspruch. 
Mit diesem Lemma folgt sofort




{N ist vom Typ aN}
ist eine Stratifizierung. 
Wie in Kapitel 1 erwa¨hnt, ist nach Molino die Unterteilung von (M ;F) bezu¨glich
der Dimension der Bla¨tter eine Stratifizierung. In Verbindung mit Lemma 2.3.4 und
Proposition 2.3.5 folgt schließlich:
Satz 2.3.6 — Die feinere Unterteilung von (M,F) in die Menge der i.e.S. regula¨ren
Bla¨tter, Typenstrata der Ausnahmebla¨tter und Dimensionsstrata der singula¨ren Bla¨tter







Nach den allgemeinen Aussagen u¨ber singula¨re Riemannsche Bla¨tterungen im zweiten
Kapitel stellen wir von nun an die weitere Forderung an die Bla¨tterung (M,F), sie mo¨ge
keine horizontal konjugierten Punkte haben. Diese Einschra¨nkung erweist sich als dank-
bare Mo¨glichkeit, Aussagen u¨ber die globale Geometrie der Bla¨tter zu machen: Satz
3.2.3 gibt eine a¨quivalente, sehr geometrische Beschreibung dieser Bedingung, na¨mlich
dass singula¨re Punkte genau die Fokalpunkte sind. Damit ko¨nnen wir schließlich die
im vierten Kapitel diskutierte Tautheit der regula¨ren Bla¨tter beweisen. Ein Beispiel
fu¨r singula¨re Riemannsche Bla¨tterungen ohne horizontal konjugierte Punkte ist die
Orbitbla¨tterung einer variationell vollsta¨ndigen, isometrischen Wirkung.
Zeitgleich und unabha¨ngig von der vorliegenden Arbeit untersuchten Lytchak in
[Ly07a], [Ly07b], sowie der selbe in Zusammenarbeit mit Thorbergsson in [LTh07],
aber auch Alexandrino und To¨ben in [AT07] singula¨re Riemannsche Bla¨tterungen teils
unter den selben Zusatzvoraussetzungen mit teilweise gleichen und umfassenderen Er-
gebnissen wie in diesem dritten Kapitel.
Fu¨r Proposition 3.1.5 vereinfacht die Einschra¨nkung auf Bla¨tterungen ohne horizon-
tal konjugierte Punkte den Beweis wesentlich und macht ihn insbesondere geometrisch
anschaulich. Korollar 3.1.6 wird in [AT07] nur fu¨r Bla¨tter mit trivialer Holonomie ge-
zeigt; die Verallgemeinerung auf alle Bla¨tter beruht auf dem Trick, Homothetien nicht
nur entlang von Normalenvektorfeldern sondern als global in einer Tube definiert zu
betrachten. Dass bei singula¨ren Riemannschen Bla¨tterungen ohne horizontal konjugier-
te Punkte die singula¨ren Punkte genau die Fokalpunkte mit Indizes wie in Proposition
3.2.2 sind, wird mit anderen Methoden in [LTh07] gezeigt; einzig die Ru¨ckrichtung in
Satz 3.2.3 ist in jener Arbeit nicht zu finden.
Ausgangspunkt dieses Teils der Arbeit ist der Artikel [LTh05], in dem der Begriff
von horizontal konjugierten Punkten das erste Mal eingefu¨hrt wird. Es gibt zwei, nicht
offensichtlich a¨quivalente Definitionen:
(Def. I) Eine singula¨re Riemannsche Bla¨tterung (M,F) heißt ohne horizontal konju-
gierte Punkte, falls fu¨r alle horizontalen Geoda¨tischen γ ⊂ M und alle horizontalen
Jacobifelder X entlang γ gilt: Gibt es zwei Punkte t1, t2 in denen X tangential zum
entsprechenden Blatt ist, d.h. X(t1) ∈ Tt1Nt1 und X(t2) ∈ Tt2Nt2 , so ist X immer
tangential zu den von γ getroffenen Bla¨ttern. Dabei ist ein horizontales Jacobifeld ein
Variationsvektorfeld von γ einer Variation durch horizontale Geoda¨tische.
(Def. II) Eine singula¨re Riemannsche Bla¨tterung hat die Eigenschaft ohne horizontal
konjugierte Punkte, falls fu¨r alle Bla¨tter N und alle Geoda¨tischen γ senkrecht zu N
gilt: Jedes N -Jacobifeld J entlang γ, das tangential zu einem anderen Blatt als N ist,
ist zu jedem von γ getroffenen Blatt tangential.
Es ist leicht zu sehen, dass die erste Definition die zweite entha¨lt. Im Folgenden arbeiten




ohne horizontal konjugierte Punkte“
der beiden Definitionen wird in [LTh07] gezeigt.
Wir nennen einen Punkt q ∈M entsprechend der zweiten Definition horizontal kon-
jugiert zu p falls es eine horizontale Geoda¨tische γ : [0, 1]→ M mit γ(0) = p, γ(1) = q
und ein Np-Jacobifeld J entlang γ gibt, so dass J(0) ∈ TpNp, J(1) ∈ TqNq, aber J ist
nicht zu jedem von γ getroffenen Blatt tangential.
3.1 Tangentiale Jacobifelder; Homothetien
Es sei (M,F) eine singula¨re Riemannsche Bla¨tterung. Ferner sei γ eine Geoda¨tische, die
orthogonal zu einem und damit zu allen von ihr getroffenen Bla¨ttern ist. Entsprechend




{J | J ist Nt-Jacobi-Feld zu γ} und K :=
⋂
t
{J | J ist Nt-Jacobi-Feld zu γ},
wobei t den Definitionsbereich von γ durchla¨uft. Es gilt, dass K ein Vektorraum ist, J
ist es im Allgemeinen jedoch nicht.
Ein Jacobifeld J entlang γ nennen wir u¨berall tangential, wenn es fu¨r alle t tangential
zum Blatt Nt ist:
J(t) ∈ Tγ(t)Nt fu¨r alle t.
Insbesondere ist jedes Jacobifeld J ∈ K u¨berall tangential. Es stellen sich die folgenden
Fragen:
F Ist ein u¨berall tangentiales N0-Jacobifeld entlang γ schon in K enthalten, also ein
Nt-Jacobifeld fu¨r jedes von γ getroffene Blatt Nt?
F Spannen die u¨berall tangentialen Jacobifelder in jedem Punkt γ(t) den Tangential-
raum Tγ(t)Nt auf?
Die zweite Frage wird in [LTh07], Abschnitt 4.5, fu¨r singula¨re Riemannsche Bla¨tte-
rungen (ohne die Zusatzvoraussetzung ”ohne horizontal konjugierte Punkte“!) wie folgt
beantwortet:
Lemma 3.1.1 — Es sei (M,F) eine singula¨re Riemannsche Bla¨tterung, und es sei
γ : (−∞,∞) → M eine horizontale Geoda¨tische. Ferner sei W γ der Raum von hori-
zontalen Jacobifeldern entlang γ, die von Variationen stammen, in denen alle Geoda¨ti-
schen zum selben Zeitpunkt das selbe Blatt wie γ treffen. Dann spannt W γ in jedem
Punkt t ∈ (−∞,∞) den Tangentialraum des Blattes Nt auf:
{J(t) | J ∈W γ} = Tγ(t)Nt.
Insbesondere gilt J(t˜) ∈ Tγ(t˜)Nt˜ fu¨r alle t˜.
Die erste Frage ist zumindest fu¨r singula¨re Riemannsche Bla¨tterungen ohne hori-
zontal konjugierte Punkte positiv zu beantworten, siehe Lemma 3.1.3. Dieses Lemma
vervollsta¨ndigt den Beweis von Proposition 3.1.2 (Proposition 3.1 in [LTh05]).
Proposition 3.1.2— In der Notation wie oben gilt Tγ(t)Nt = {J(t) | J ∈ K}.
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Im genannten Artikel wird Folgendes bewiesen: Zu jedem t0 aus dem Definitionsbe-
reich von γ und zu jedem v ∈ Tγ(t0)Nt0 existiert ein Nt0-Jacobifeld J , das in jedem
Punkt γ(t) tangential zum entsprechenden Blatt ist. Dazu wird innerhalb einer Tube-
numgebung von γ(t0) eine Kurve α ⊂ Nt0 mit α˙(0) = v mit Hilfe der lokalen Riemann-
schen Submersion piNt0 hochgehoben in ein nahes BlattB. Die Verbindungsgeoda¨tischen
dieser beiden Kurven bilden eine horizontale Variation f : (−ε, ε)×R→M von γ. Das
zugeho¨rige Jacobifeld J entlang γ ist zweimal tangential, na¨mlich an Nt0 sowie an B,
also nach Voraussetzung u¨berall tangential.
Da die Kurve α ganz im Blatt Nt0 verla¨uft, erhalten wir sogar eine Familie von Jaco-
bifeldern Js (zu den Geoda¨tischen fs(·)), die fu¨r alle t tangential zu den Bla¨ttern Nfs(t)
sind. Mit dieser Notation gilt fu¨r singula¨re Riemannsche Bla¨tterungen ohne horizontal
konjugierte Punkte
Lemma 3.1.3— Falls J ein Nt0-Jacobifeld ist, das zu jedem Blatt durch γ tangential
ist, so ist J schon ein Nt˜-Jacobifeld fu¨r alle t˜ ∈ R, d.h. J ∈ K.
Beweis. Es sei t˜ fest gewa¨hlt. Wir definieren c : (−ε, ε)→M, c(s) := f(s, t˜), als den
Weg durch die Variation f zum festen Zeitpunkt t˜. Dann gilt
c˙(0) ∈ Tγ(t˜)Nt˜ und c˙(s) ∈ Tfs(t˜)Nfs(t˜).
Wir zeigen nun – gegebenenfalls nach Verkleinerung von ε –, dass fu¨r jedes s ∈ (−ε, ε)
die Geoda¨tische fs(·) in der Variation f von γ das Blatt Nt˜ zum Zeitpunkt t˜ trifft. Dazu
sei s0 ∈ (−ε, ε) ein Punkt mit der Eigenschaft:
dim(Nc(s0)) = max{dim(Nc(s)) | s ∈ (−ε, ε)}.
O.B.d.A. liege s0 im Intervall (−ε, 0). Zu diesem Punkt s0 gibt es eine Umgebung
in M , die nur von Bla¨ttern gleicher oder ho¨herer Dimension geschnitten wird. We-
gen Maximalita¨t der Blattdimension in c(s0) entlang c existiert also ein δ so, dass
c|(s0−δ, s0+δ) ⊂ Σdim(Nc(s0)). Die Einschra¨nkung der singula¨ren Riemannschen Bla¨tte-
rung F auf ein Stratum, hier also Σdim(Nc(s0)), ist eine regula¨re Riemannsche Bla¨tte-
rung; fu¨r diese ko¨nnen wir folgern, dass ein zu den Bla¨ttern tangentialer Weg in einem
festen Blatt verla¨uft:
Es existiert zu c(s0) eine in diesem Punkt zentrierte lokale Karte
ψ : Us0 → V ×W ⊂ Rk ×Rn−k,
so dass ψ(Us0 ∩Ns0) ⊂ Rk, und fu¨r jedes Blatt N mit N ∩ Us0 6= ∅ gilt:
ψ(N ∩ Us0) ⊂ Rk × {isolierte Punkte}.
Wir schreiben die Verkettung der Abbildungen ψ ◦ c : (s0 − δ, s0 + δ) → V × W
komponentenweise als (c1, c2). Da c˙(s) ∈ Tfs(s0)Nfs(s0), folgt c˙2 ≡ 0 und c(s) ∈ Ns0 fu¨r
alle s ∈ (s0 − δ, s0 + δ).
Es sei nun δ˜ maximal, so dass c|(s0−δ, s0+δ˜) im Blatt Nc(s0) enthalten ist. Dieses In-
tervall muss offen sein wegen oben genannter Umgebungsdarstellung. Was passiert im
Randpunkt c(s0+ δ˜)? Auch hier betrachte man eine Tubenumgebung des entsprechen-
den Blattes. Die Stu¨cke aller Bla¨tter in dieser Umgebung liegen in Tuben um das Blatt
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es nur endlich viele Stu¨cke, in denen c in dieser Zeit verla¨uft. Damit existiert eine po-
sitive Zahl ρ so, dass der Abstand von c(s0 + δ˜) zu c(s) fu¨r alle s ∈ [s0, s0 + δ˜) gro¨ßer
oder gleich ρ ist, ein Widerspruch zur Stetigkeit von c. Es folgt, dass c auf dem ganzen
Intervall (−ε, ε) im Blatt Nc(s0) = Nc(0) = Nt˜ verla¨uft.
Weil fs(·) fu¨r jedes s orthogonal zu Nt0 ist, ist fs(·) auch orthogonal zu Nt˜, denn die
Bla¨tterung ist Riemannsch. Damit ist f eine Nt˜ -Variation, und J also Nt˜ -Jacobifeld.

Im Beweis haben wir, ohne die Einschra¨nkung ”ohne horizontal konjugierte Punkte“
zu benutzen, gezeigt:
Proposition 3.1.4 — Fu¨r eine singula¨re Riemannsche Bla¨tterung (M,F) gilt: Ei-
ne Kurve c ⊂ M , die u¨berall tangential zu den Bla¨ttern verla¨uft, d.h. fu¨r alle s gilt
c˙(s) ∈ Tc(s)Nc(s), liegt ganz in einem festen Blatt. 
Mit Hilfe der Proposition 3.1.2 la¨sst sich nun folgern, dass singula¨re Punkte auf einer
zu den Bla¨ttern senkrechten Geoda¨tischen, die ein regula¨res Blatt trifft, isoliert liegen.
Weiterhin existieren damit die in 1.1.3 definierten Homothetien auch fu¨r negative λ.
Proposition 3.1.5 — Fu¨r eine singula¨re Riemannsche Bla¨tterung ohne horizontal
konjugierte Punkte gilt:
(i) Auf einer horizontalen Geoda¨tischen gilt bis auf isolierte Punkte
dimNγ(t) = max{dimNγ(s) | s ∈ R}.
(ii) Die homothetischen Transformationen hλ existieren auch fu¨r negative λ, und die-
se respektieren die Bla¨tterung. Insbesondere erha¨lt also die Spiegelung an einem
Blatt die Bla¨tterung.
Beweis. Zu (i): Es sei γ(t0) ein Punkt, in dem die Geoda¨tische γ ein Blatt maximaler
Dimension (entlang γ) senkrecht trifft, γ(t1) sei ein Punkt niedrigerer Dimension. We-
gen der Maximalita¨t der Blattdimension in γ(t0) kann t1 zuna¨chst so gewa¨hlt werden,
dass γ|[t0,t1) ⊂ Σdim(Nt0 ). Zu γ(t1) existiert eine Tubenumgebung des Blattes Nt1 , in
der nur gleich- oder ho¨herdimensionale Bla¨tter liegen; deren Radius in Normalenrich-
tung sei ρ. Weiterhin betrachten wir das Stratum Σdim(Nt1 ). Nach [Mol88], S. 196, ist
der Schnitt der Tubenumgebung mit dem Stratum eine Vereinigung von geoda¨tischen
Bo¨gen der La¨nge 2ρ, die senkrecht auf Nt1 stehen. Auch γ trifft das Blatt Nt1 in γ(t1)
senkrecht, also gilt
γ|(t1−ρ,t1+ρ) ⊂ Σdim(Nt1 ) oder (γ|(t1−ρ,t1+ρ) \ {γ(t1)}) ∩ Σdim(Nt1 ) = ∅.
Ersteres fu¨hrt zum Widerspruch, da γ|[t0,t1) ⊂ ΣdimNt0 . Mit der Existenz positiver
Homothetien folgt, dass ein offenes Intervall mit Mindestla¨nge ρ ”nach“ dem singula¨ren
Punkt γ(t1) ganz in einem Stratum liegt, in dem die Dimension der Bla¨tter ho¨her ist
als dim(Nt1). Es bleibt also zu zeigen: Es existiert ε < ρ, so dass γ(t1 + ε) ∈ ΣdimNt0 .
Die entlang γ maximale Dimension der Bla¨tter sei mit k bezeichnet, die des Blattes
Nt1 mit l. Betrachten wir die Scheibe der Tubenumgebung des Blattes Nt1 durch den
Punkt γ(t1). Der Schnitt dieser mit einem Blatt Nt1−ε (bzw. eine Zusammenhangs-
komponente davon) ist (k − l)-dimensional und liegt in einer (dim(M)− l)-Spha¨re um
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γ(t1). Nehmen wir alle Geoda¨tischen, die in γ(t1) beginnen und zur gleichen Zeit wie
γ in Nt1−ε enden, so erhalten wir eine (k − l)-dimensionale Variation durch Geoda¨ti-
sche, die senkrecht auf Nt1−ε und damit auf jedem getroffenen Blatt stehen. Da die
Mannigfaltigkeit vollsta¨ndig ist, sind die Geoda¨tischen fortsetzbar; die negativen Start-
vektoren sind tangential zu den negativen Kurven und spannen insbesondere auch eine
(k− l)-dimensionalen Untermannigfaltigkeit von Tγ(t1)M auf. Da wir uns innerhalb der
Tubenumgebung befinden, ist die negative Variation bis t1 + ε immer noch (k − l)-
dimensional und wir ko¨nnen die Existenz eindeutiger Geoda¨tischer zu beliebigen zwei
Punkten voraussetzen. Damit ist das zum Zeitpunkt t1 + ε getroffene Blatt mit obiger
Aussage, dass Geoda¨tische einer Variation zu einem festen Zeitpunkt in einem Blatt
sind, mindestens und nach Voraussetzung ho¨chstens k-dimensional, also maximal.
Zu (ii): Der unter (i) gefu¨hrte Beweis zeigt die Existenz der homethetischen Transfor-
mation h−1, also der Spiegelung (genu¨gend nahe liegender Bla¨tter) an Nt1 . Verkettung
mit positiven Homothetien liefert die Behauptung. 
Korollar 3.1.6 — Es sei N ein beliebiges Blatt in M mit globaler Tubenumgebung
Tubε(N). Dann sind die homothetischen Transformationen
hλ : SNδ → SNλδ
(sofern λ ∈ (−ε, ε) und δ definiert sind) Diffeomorphismen zwischen Bla¨ttern, d.h. fu¨r
ein beliebiges Blatt L1 ⊂ SNδ ist hλ(L1) =: L2 ein Blatt und hλ−1(L2) = L1.
Beweis. Aus Proposition 3.1.5 folgt, dass hλ lokal offene Mengen von L1 diffeomorph
auf offene Mengen in anderen Bla¨ttern abbildet. Das Bild hλ(c) eines beliebigen Weges
c : [0, 1] → L1 verla¨uft tangential zu den Bla¨ttern, weil die entsprechende Variation
durch horizontale Geoda¨tische, entlang der hλ|c definiert ist, in L1 sowie in N tangential
ist. Also bildet hλ das Blatt L1 in ein anderes Blatt L2 ab. Ferner ist hλ : L1 → L2
injektiv, da innerhalb einer globalen Tubenumgebung definiert.
Angenommen, es gibt einen Punkt x ∈ L2, der im Abschluss von hλ(L1) enthalten ist,
aber nicht im Bild von hλ. Dann gibt es eine Variation durch horizontale Geoda¨tische
von L1 durchN , deren Endpunkte in L2 gegen x konvergieren. Die Grenzkurve dieser ist
eine Geoda¨tische γ, die in L1 beginnt und wegen Stetigkeit horizontal ist und N trifft.
Also ist γ(0) ∈ L1 Urbild von x unter hλ. Damit ist hλ(L1) offen und abgeschlossen in
L2, also gleich L2. 
Bemerkung — In [AT07] sowie in [LTh07] wird gezeigt, dass die Spiegelung in einer
lokalen Tubenumgebung auch im Allgemeinen die Bla¨tterung respektiert. Da offene
Mengen auf offene Mengen abgebildet werden, kann die Verklebung solcher lokalen Ab-
bildungen innerhalb einer globalen Tubenumgebung nicht die Bla¨tter wechseln, also
ko¨nnen wir mit Hilfe des Satzes 2.1.1 verallgemeinern: Bei einer singula¨ren Riemann-
schen Bla¨tterung mit eigentlich eingebetteten Bla¨ttern sind die innerhalb von globalen
Tubenumgebungen definierten Homothetien Diffeomorphismen zwischen den Bla¨ttern.
3.2 Singula¨re Punkte und Fokalpunkte
Der vorige Abschnitt hat zwei wichtige Eigenschaften singula¨rer Riemannscher Bla¨tte-
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zu den Bla¨ttern senkrechter Geoda¨tischer isoliert, falls diese mindestens ein regula¨res
Blatt treffen, und die u¨berall tangentialen Jacobifelder spannen in jedem Punkt den
Tangentialraum zum entsprechenden Blatt auf. Damit lassen sich nun Fokalpunkte von
Bla¨ttern genauestens charakerisieren.
Es sei im Folgenden (M,F) eine singula¨re Riemannsche Bla¨tterung ohne horizontal
konjugierte Punkte; es sei γ wieder eine Geoda¨tische in M, die zum Zeitpunkt 0 das
Blatt N0 senkrecht trifft. Zusa¨tzlich habe N0 entlang γ maximale Dimension. Dann
gilt:
Lemma 3.2.1— γ(t) ist ein Fokalpunkt von N0 ⇐⇒ dimNt < dimN0.
Beweis. ”⇐“: Dies folgt klar aus dem Beweis von Proposition 3.1.5: Zu einem Blatt
Nt+ε nahe bei γ(t) finden wir eine (k−l)-dimensionale Variation durch Geoda¨tische, die
in γ(t) starten und senkrecht auf den getroffenen Bla¨ttern stehen, so dass die Variation
in Nt+ε und damit u¨berall tangential ist. Ein singula¨rer Punkt auf γ ist also Fokalpunkt
zu jedem von γ getroffenen, ho¨herdimensionalen Blatt.
”⇒“: f(s, t˜) bezeichne eine nichttriviale Variation durch Geoda¨tische, die in N0 senk-
recht starten und und das BlattNt in γ(t) (senkrecht) treffen. Das zugeho¨rige Jacobifeld
ist tangential in γ(0) sowie in γ(t), also u¨berall. Damit ist f(s, t˜) eine Nt˜-Variation fu¨r
jedes von γ zum Zeitpunkt t˜ getroffene Blatt, mit Fokalpunkt γ(t), falls Nt˜ ho¨here Di-
mension hat als Nt.Wir betrachten nun wieder eine Tubenumgebung des Blattes Nt um
den Punkt γ(t), in der zu je zwei Punkten eindeutige ku¨rzeste Verbindungen existieren.
Es sei ε so klein gewa¨hlt, dass γ(t+ ε) in dieser Umgebung liegt. Die Geoda¨tischen der
Variation f(s, t˜) treffen Nt+ε immer zum gleichen Zeitpunkt t+ ε, also liegt f(s, t+ ε)
fu¨r alle s in Sγ(t)ε , der Normalen-Spha¨re mit Radius ε um γ(t). Unter der Annahme,
dass auch Nt maximale Dimension habe, hat das Blatt Nt+ε die gleiche Dimension wie
Nt, und es gilt:
Nt+ε trifft Sγ(t)ε in ho¨chstens endlich vielen Punkten,
ein Widerspruch dazu, dass die Variation nichttrivial ist und eindeutige Ku¨rzeste exi-
stieren. Also folgt dimNt < dimN0. 
Es gilt fu¨r eine singula¨re Riemannsche Bla¨tterung immer, dass singula¨re Punkte Fo-
kalpunkte zu nahe liegenden Bla¨ttern sind: Zu einem singula¨ren Punkt x ∈ Lx wa¨hlen
wir eine Tubenumgebung, auf der exp⊥ ein Diffeomorphismus ist. Innerhalb dieser gibt
es ein Stu¨ck eines regula¨ren Blattes Ly, das in einer Tube um Lx liegt. Aus Dimensi-
onsgru¨nden ist Ly∩S(x) nicht nulldimensional, dabei sei S(x) die Scheibe von Tub(Lx)
durch x. Die Menge der geoda¨tischen Verbindungen von p ∈ Ly ∩ S(x) mit x (fu¨r alle
solche p) liefert eine in x verschwindende, nichttriviale Variation f(s, t) durch Geoda¨ti-
sche, die auf Ly senkrecht stehen und dort beginnen; also ist x Fokalpunkt bezu¨glich
jeder Geoda¨tischen fs zum Blatt Ly.
Bemerkung — Im Allgemeinen ko¨nnen Fokalpunkte in regula¨ren Bla¨ttern liegen!
Beispiel — (i) ”Das triviale Beispiel“: Die Spha¨re S
2 mit Standard-Metrik, gebla¨ttert
durch Punkte. Dann sind alle Bla¨tter regula¨r, und jede Geoda¨tische ist horizontal.
Konjugierte Punkte sind offensichtlich horizontal konjugierte Punkte und gleichzeitig
Fokalpunkte zueinander.
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(ii) Polare Wirkungen kompakter Liegruppen auf kompakten symmetrischen Ra¨umen
vom Rang 1 besitzen im Allgemeinen globale Schnitte, in denen horizontal konjugierte
Punkte liegen: Jede Geoda¨tische ist geschlossen, Schnitte sind totalgeoda¨tisch, und auf
einer geschlossenen, horizontalen Geoda¨tischen γ, die u¨ber [0, 1] parametrisiert ist, liegt
der zu γ(0) horizontal konjugierte Punkt bei 12 , fast immer erha¨lt man also horizontal
konjugierte Punkte in regula¨ren Bla¨ttern (siehe hierzu auch [TTh95]).
(iii) Auch eine isoparametrische Bla¨tterung der Spha¨re Sn ist ein Beispiel fu¨r eine sin-
gula¨re Riemannsche Bla¨tterung mit horizontal konjugierten Punkten; auch hier liegen
diese fast immer in regula¨ren Bla¨ttern. Eine mo¨gliche Definition ist nach [Te85] bzw.
[PT89] und [HPT88] die folgende: (Sn,F) ist eine isoparametrische Bla¨tterung, wenn
sie singula¨r und Riemannsch ist und globale Schnitte besitzt.
Nun aber wieder zuru¨ck zu unserer Situation einer singula¨ren Riemannschen Bla¨tte-
rung ohne horizontal konjugierte Punkte. Betrachten wir den Beweis von Lemma 3.2.1
bzw. von Proposition 3.1.5 (i) genauer, so ko¨nnen wir folgern:
Proposition 3.2.2 — Zu jedem singula¨ren Punkt p in M und jedem regula¨ren (ge-
nauer: ho¨herdimensionalen) Blatt N gibt es eine Geoda¨tische γ : [0, 1] → M mit
γ(0) =: q ∈ N, γ(1) = p, die senkrecht auf N = Nq steht, so dass p Fokalpunkt von Nq
la¨ngs γ ist mit konstanter Multiplizita¨t
ν(p) = dim(Nq)− dim(Np).
Insbesondere ist die Multiplizita¨t von p unabha¨ngig von der Wahl von γ.
Beweis. Wir fa¨llen das Lot von p auf das beliebig gewa¨hlte regula¨re Blatt N : Es sei
γ : [0, 1]→M eine Geoda¨tische, die senkrecht auf N = Nq in q = γ(0) beginnt und im
singula¨ren Punkt p endet. Wie im Beweis von Lemma 3.2.1 kann man eine Variation
von γ der maximalen Dimension ν(p) lokal um p konstruieren und global, also bis in das
Blatt Nq fortsetzen. Wa¨re diese in Nq nicht auch ν(p)-dimensional, so wa¨re q entlang γ
selbst ein Fokalpunkt, na¨mlich zu dem Blatt Nt+ε (in der Notation des obigen Beweises)
– ein Widerspruch dazu, dass Nq regula¨r ist. 
Ist die Bla¨tterung ohne horizontal konjugierte Punkte, so sind Fokalpunkte also sin-
gula¨r. Umgekehrt sind singula¨re Punkte Fokalpunkte. Diese beiden Aussagen lassen sich
kombinieren und verscha¨rfen, so dass wir eine anschauliche Charakterisierung fu¨r sin-
gula¨re Riemannsche Bla¨tterungen ohne horizontal konjugierte Punkte erhalten. Hierzu
beno¨tigen wir die in [LTh07] sowie in [AT07] bewiesene Gu¨ltigkeit der Proposition 3.1.5,
Teil (i), fu¨r singula¨re Riemannsche Bla¨tterungen (ohne Zusatzbedinungen).
Satz 3.2.3 — Eine singula¨re Riemannsche Bla¨tterung besitzt genau dann keine hori-
zontal konjugierten Punkte, wenn die singula¨ren Punkte genau die Fokalpunkte sind.
Dem Beweis des Satzes voran stellen wir noch ein fu¨r die Ru¨ckrichtung beno¨tigtes
Lemma (siehe hierzu auch [Ly07]); es sei vorausgesetzt, dass die singula¨ren Punkte
genau die Fokalpunkte sind.
Lemma 3.2.4 — Es sei γ : (−∞,∞) → M eine horizontale Geoda¨tische. Gilt fu¨r
a < b, dass γ(b) entlang γ zu γ(a) horizontal konjugiert ist, so gibt es fu¨r jedes genu¨gend
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Beweis. Es sei T die Menge der u¨berall tangentialen Jacobifelder entlang γ:
T := {J | J ist Jacobifeld entlang γ, J(t˜) ∈ Tγ(t˜)Nt˜ ∀t˜}
Analog zu [Wi06], siehe auch [LTh05], erhalten wir ein Bu¨ndel Vγ u¨ber R, indem wir
T wie folgt in den singula¨ren Punkten erweitern:
Vt = {J(t) | J ∈ T } ⊕ {J ′(t) | J ∈ T , J(t) = 0}.
Es gilt {J ′(t) | J ∈ T , J(t) = 0} = 0, wenn t regula¨r ist, da nach Voraussetzung Fokal-
punkte nur in singula¨ren Punkten liegen. Von diesen wissen wir, dass sie isoliert entlang
γ liegen. Damit ist Vγ ein glattes Bu¨ndel, und fu¨r alle t gilt: dim(Vt) = dim(Tγ(t0)Nt0),
wobei γ(t0) ein regula¨rer Punkt ist (siehe Proposition 3.2 in [LTh05]). Wir definieren
den Horizontalteil Ht als das orthogonale Komplement von Vt in Tγ(t)Nt und nennen
das entsprechende Bu¨ndel Hγ .
Lytchak und Thorbergsson haben in [LTh05] gezeigt, dass man zu Hγ eine Morse-
Sturm-Differentialgleichung (siehe hierzu Anhang A) in Rk assoziieren kann, so dass
der Lo¨sungsraum L derselben gerade die horizontalen Jacobifelder entlang γ bestimmt,







〉− 〈R(t)V,W 〉 dt,
dass




d.h. der Index ist gleich der Summe der zu a horizontal konjugierten Punkte geza¨hlt mit
Multiplizita¨ten. Dabei sind V,W aus H10 ([a, b],R
k), dem Raum der absolut stetigen,
Rn-wertigen Abbildungen auf [a, b] mit quadrat-integrabler Ableitung und Randbedin-
gung V (a) = V (b) = 0; R ist stetig und R(t) ist selbstadjungiert fu¨r alle t. (Fu¨r Details
siehe [LTh05].)
Ohne Beschra¨nkung der Allgemeinheit sei nun γ(b) der erste konjugierte Punkt zu
γ(a). Fu¨r jedes genu¨gend kleine ε > 0 sei U ⊂ H10 ([a, b+ ε],Rk) ein maximaler Unter-
raum, auf dem die Indexform negativ definit ist, also
Ia,b+ε(V, V ) < 0 fu¨r alle V ∈ U .
Die Morse-Sturm-Differentialgleichung und daher auch die zugeho¨rige Indexform sind
stetig abha¨ngig von den Randbedingungen. Ferner existiert um Nγ(a) eine Umgebung,
in der nur gleich- oder ho¨herdimensionale Bla¨tter liegen, und es folgt mit dem Indexsatz
fu¨r alle genu¨gend kleinen δ > 0, dass
Ia+δ,b+ε(V˜ , V˜ ) < 0 fu¨r alle V˜ ∈ U˜ ,
wobei U˜ ⊂ H10 ([a+δ, b+ε],Rk) mit Randbedingung V (a+δ) = V (b+ε) = 0 ein Unter-
raum der Dimension dim(U) ist. Mit Hilfe des Zwischenwertsatzes und des Indexsatzes
ko¨nnen wir nun folgern:
∃c∈(a+δ,b+ε) : γ(c) ist horizontal konjugiert zu γ(a+δ). (∗)

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Bemerkung — In der Aussage (∗) gilt genauer: Fu¨r den zu γ(a+ δ) horizontal kon-
jugierten Punkt γ(c) folgt c ∈ [b, b+ ε).
Nach Annahme liegt zwischen γ(a) und γ(b) kein horizontal konjugierter Punkt, also
gilt fu¨r alle ε˜ > 0 und alle W ∈ H10 ([a, b − ε˜],Rk), dass Ia,b−ε˜(W,W ) > 0. War δ in
(∗) genu¨gend klein gewa¨hlt, so gilt wegen Stetigkeit auch Ia+δ,b−ε˜(W,W ) > 0. Also hat
γ(a+ δ) auf γ|[a+δ,b) keinen horizontal konjugierten Punkt.
Beweis des Satzes 3.2.3. Mit Blick auf Lemma 3.2.1 bleibt nur noch zu zeigen: Sind
die Fokalpunkte singula¨r, so folgt, dass die Bla¨tterung keine horizontal konjugierten
Punkte besitzt. Wir fu¨hren einen Widerspruchsbeweis.
Es sei angenommen, dass horizontal konjugierte Punkte existieren, das heißt: Es gibt
eine horizontale Geoda¨tische γ : [0, 1] → M, zwei Punkte t0, t1 ∈ [0, 1] und ein N0-
Jacobifeld J entlang γ mit J(t0) ∈ Tγ(t0)Nt0 , aber J(t1) /∈ Tγ(t1)Nt1 . Nach Lemma
3.1.1 existiert ein u¨berall zu den Bla¨ttern tangentiales N0-Jacobifeld J˜ entlang γ mit
J˜(t0) = J(t0). Die Differenz J − J˜ ist ein N0-Jacobifeld, das in t0, aber nicht identisch
verschwindet. Also ist γ(t0) ein Fokalpunkt von N0.
Aus [Wi06] (Anfang Abschnitt 3) ko¨nnen wir folgern, dass fu¨r das N0-Jacobifeld J−J˜
in t0 gilt: (J − J˜)′(t0) ∈ νγ(t0)Nt0 , d.h. J − J˜ ist auch ein Nt0-Jacobifeld. Nun wenden
wir noch einmal das Lemma 3.1.1 an: Es gibt ein Jˆ so, dass J− J˜− Jˆ ein nicht-triviales
Nt0-Jacobifeld ist, das in 0 verschwindet. Also ist γ(0) ein Fokalpunkt von N0 und nach
Voraussetzung singula¨r.
Lemma 3.2.4 besagt, dass man an horizontal konjugierten Punkten - anschaulich
gesprochen - wackeln kann, d.h. horizontal konjugierte Punkte liegen nicht isoliert.
Jedoch haben wir soeben gezeigt, dass (in der Notation des Lemmas 3.2.4 bleibend)
sowohl γ(0) als auch γ(0 + δ) fu¨r jedes beliebig kleine δ > 0 in singula¨ren Bla¨ttern
liegen mu¨ssen. Die singula¨ren Punkte entlang γ liegen aber isoliert, ein Widerspruch!
Damit ist der Satz vollsta¨ndig bewiesen. 
Korollar 3.2.5 — Es sei (M,F) eine singula¨re Riemannsche Bla¨tterung, so dass die
regula¨ren Bla¨tter Kodimension eins haben. Dann ist die Bla¨tterung ohne horizontal
konjugierte Punkte.
Beweis des Korollars. Es sei N ein beliebiges Blatt von F . In [Bol73] wird gezeigt,
dass die kritischen Punkte der normalen Exponentialfunktion exp⊥N genau die singula¨ren
Punkte sind, falls die Bla¨tterung ein Blatt mit Kodimension eins besitzt. 
Korollar 3.2.6 — Eine regula¨re Riemannsche Bla¨tterung hat genau dann keine hori-




Weiterhin betrachten wir singula¨re Riemannsche Bla¨tterungen (mit eigentlich einge-
betteten Bla¨ttern) ohne horizontal konjugierte Punkte. In diesem Kapitel wollen wir
nun die Topologie regula¨rer Bla¨tter genauer untersuchen. Die dazu passende Bru¨cke
zwischen Differentialgeometrie und algebraischer Topologie, die wir begehen werden,
schla¨gt die Morse-Theorie.
Zuna¨chst sei an einige im Folgenden beno¨tigte Begriffe erinnert: Es seien (M, g) eine
vollsta¨ndige Riemannsche Mannigfaltigkeit und N → M eine eigentliche Immersion.
Fu¨r eine Randbedingung B ⊂ M × M sei P (M,B) die Menge aller H1-Wege (d.h.
absolut stetige Wege mit quadrat-integrabler Ableitung) c in M mit (c(0), c(1)) ∈ B.
Entsprechend ist
P (M,N × p) = {c : [0, 1]→M in H1 | (c(0), c(1)) ∈ (N, p)}.















ist P (M,N × p) eine vollsta¨ndige Riemannsche Hilbert-Mannigfaltigkeit.
Von zentralem Interesse ist nun das Energie-Integral




Wa¨hrend na¨mlich die in der Morse-Theorie aufRn oder Sn typischer Weise untersuchte
Quadrat-Abstands-Funktion fp : N → R, f(x) = ‖x− p‖2 auf beliebigen Mannigfaltig-
keiten nicht einmal mehr differenzierbar ist, sobald der Schnittort von p nicht leer ist,
ist das Energie-Integral Ep eine Morse-Funktion auf dem Hilbert-Raum P (M,N × p)
genau dann, wenn p kein Fokalpunkt von N ist, also fast immer. Dabei wird nicht
verlangt, dass die Niveaus der kritischen Punkte einer Morse-Funktion unterschiedlich
sind, sondern nur, dass alle kritischen Punkte nicht-ausgeartet sind. Ep ist insbeson-
dere nach unten beschra¨nkt und erfu¨llt die Palais-Smale-Bedingung. Ferner ist von Ep
bekannt, dass c ∈ P (M,N × p) genau dann ein kritischer Punkt ist, wenn c eine pro-
portional zur Bogenla¨nge parametrisierte Geoda¨tische ist, die in c(0) senkrecht zu N
startet. Das Index-Theorem von Morse besagt:
Der Index von Ep in einem kritischen Punkt c ist gleich der Summe der Fokalpunkte
von N entlang c|(0,1) geza¨hlt mit Vielfachheiten.
Im Raum P (M,N×p) definieren wir fu¨r alle r ∈ R die folgende Teilmenge von Wegen
mit beschra¨nkter Energie: N rp := {c ∈ P (M,N ×p) | Ep(c) ≤ r}. Die Zahl µrk kritischer
Punkte vom Index k von Ep in N rp ist dann endlich. Bezeichnen wir die k-te Bettizahl
von N rp bezu¨glich Z2-Koeffizienten mit b
r
k, so gelten fu¨r jedes r die Morse-Ungleichungen
µrk ≥ brk fu¨r alle k.
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Eine Morse-Funktion heißt perfekt, wenn fu¨r alle r und alle k Gleichheit gilt: µrk = b
r
k.
Dann also bestimmen die Fokalpunkte von N entlang einer senkrechten Geoda¨tischen
vollsta¨ndig die Topologie des Wegeraumes P (M,N × p). Zum Beispiel vermo¨ge der
Homotopiesequenz fu¨r Faserungen lassen sich Ru¨ckschlu¨sse auf die Topologie der Un-
termannigfaltigkeit N ziehen.
4.1 Taute Einbettungen
Der Begriff der Tautheit wurde fu¨r immersierte Untermannigfaltigkeiten in Rn und
Sn vermo¨ge der oben genannten Abstandsfunktion eingefu¨hrt: N ⊂ Rn (Sn) heißt
taut, wenn die Morse-Funktion fp : N → R perfekt ist fu¨r generisches p. Terng und
Thorbergsson haben in [TTh97] gezeigt, dass dies genau dann der Fall ist, wenn das
Energie-Integral fu¨r generisches p eine perfekte Morse-Funktion ist. Deswegen verallge-
meinern sie fu¨r eine beliebige, vollsta¨ndige Riemannsche Mannigfaltigkeit M :
Definition 4.1.1— Eine eigentliche Immersion N →M heißt taut, wenn das Energie-
Integral Ep : P (M,N×p)→ R perfekt ist fu¨r jeden Punkt p inM, der nicht Fokalpunkt
von N ist. Insbesondere ist ein Punkt q ∈M ein tauter Punkt, wenn {q} als Unterman-
nigfaltigkeit taut in M ist.
In Anbetracht der Resultate aus dem dritten Kapitel scheint es fu¨r eine singula¨re
Riemannsche Bla¨tterung ohne horizontal konjugierte Punkte Erfolg versprechend, die
Tautheit regula¨rer Bla¨tter zu untersuchen, um die Topologie derselben beschreiben zu
ko¨nnen: Wir kennen nicht nur die Fokalpunkte eines regula¨ren Blattes N entlang senk-
rechter Geoda¨tischer, na¨mlich genau die Punkte aus singula¨ren Bla¨ttern (Satz 3.2.3),
sondern auch deren Multiplizita¨ten, na¨mlich die Differenz der Dimensionen von N und
des entsprechenden singula¨ren Blattes (Proposition 3.2.2).
Wie aber la¨sst sich Tautheit nachweisen? Wir mu¨ssen fu¨r ein Blatt N zeigen, dass das
Energie-Integral Ep mit p ∈ Σreg perfekt ist, dass also die Morse-Ungleichungen fu¨r den
Wegeraum P (M,N × p) Gleichungen sind. Deswegen ist es eine mo¨gliche Strategie, fu¨r
jedes k und fu¨r jede zu N senkrecht startende Geoda¨tische vom Index k zu zeigen, dass
es eine ”zugeho¨rige“ nicht-triviale Klasse der k-ten Homologiegruppe von P (M,N × p)
gibt. Ein Zykel, der eine solche Klasse repra¨sentiert, la¨sst sich in der Tat ha¨ufig explizit
aus den in M gegebenen Daten (Fokalpunkte und deren Multiplizita¨ten) konstruieren
und wird seiner Funktion entsprechend erga¨nzender Zykel, ”linking cycle“, genannt.
Die Idee dieser Konstruktion geht zuru¨ck auf Morse selbst, siehe [Mor34], S. 244ff, und
wurde vielfach erfolgreich zum Nachweis von Tautheit angewandt:
é In [STh71], S. 59ff, werden so erga¨nzende Zykel auf Spha¨ren konstruiert;
é Bott und Samelson zeigen damit in [BS58] die Tautheit variationell vollsta¨ndiger
Wirkungen;
é Gorodski und Thorbergsson konstruieren explizite Zykel fu¨r bestimmte taute, nicht
variationell vollsta¨ndige Darstellungen in [GTh02].
é Eine Anwendung findet sich in [Th83] fu¨r Dupinsche Hyperfla¨chen,
é in [Ew98] eine fu¨r a¨quifokale Untermannigfaltigkeiten.
Eine sehr gute Referenz fu¨r dieses Thema ist das Buch von Palais und Terng, [PT89],
insbesondere Kapitel 8 fu¨r Tautheit, Kapitel 9 als Einfu¨hrung in die Morse-Theorie,
Kapitel 10 zur Konstruktion der erga¨nzenden Zykel.
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Auch wir werden im na¨chsten Abschnitt erga¨nzende Zykel bezu¨glich Z2-Homologie
von P (M,N × p), N ein regula¨res Blatt von (M,F), explizit konstruieren. Der Morse-
theoretische Ansatz dazu ist der gleiche wie in [BS58] und [Th83]:
Wie eben sei
N rp = {c ∈ P (M,N × p) | Ep(c) ≤ r}
sowie
N r−p = {c ∈ P (M,N × p) | Ep(c) < r}.
Es ist bekannt, dass N rp homotopiea¨quivalent zu N r−p ist, wenn r kein kritischer Wert
ist. Ist letzteres der Fall, so gibt es ein ε > 0, so dass
Hk(N rp ,N r−εp ) = Zi2,
wobei i die Zahl der kritischen Punkte von Ep mit Index k und Wert r ist. Aus der
langen exakten Homologie-Sequenz fu¨r Raumpaare folgt, dass Ep genau dann perfekt
ist, wenn
Hk(N rp )→ Hk(N rp ,N r−εp ) (∗)
surjektiv fu¨r alle k ist.
Es sei γ ein kritischer Punkt von Ep mit Wert r, und es seien
1 > t1 > . . . > tk > tk+1 = 0





Um die Surjektivita¨t von (∗) zu zeigen, genu¨gt es nach den oben genannten Artikeln,
fu¨r jedes solche γ eine kompakte, ind(γ)-dimensionale Mannigfaltigkeit K mit einer
glatten Abbildung
λ : K → P (M ;N × p)
zu konstruieren, die die folgenden Bedingungen erfu¨llt:
(i) λ(x0) = γ fu¨r genau ein x0 ∈ K, und es gibt eine Umgebung U von γ so, dass
λ|λ−1(U) injektiv ist,
(ii) γ ist der einzige kritische Punkt von Ep im Bild von λ, und
(iii) Ep(λ(x)) ≤ Ep(γ) = r fu¨r alle x ∈ K.
Denn: Das Bild λ(K) la¨sst sich dann entlang des negativen Gradientenflusses von Ep
in einen glatten Zykel Zγ in P (M,N × p) deformieren, der eine nicht-triviale Klasse in
Hind(γ)(N rp ) repra¨sentiert. Wegen der Bedingungen (i) und (ii) ist auch deren Bild unter
(∗) nicht-trivial (dies ist mit der ”Zugeho¨rigkeit“ oben gemeint). Fu¨r jeden kritischen
Punkt γ ist also Zγ ein erga¨nzender Zykel, Hk(N rp )→ Hk(N rp ,N r−εp ) ist dann fu¨r jedes
k surjektiv, und aus der Beliebigkeit von p, r und γ folgt die Tautheit von N.
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4.2 Die Topologie singula¨rer Riemannscher Bla¨tterungen
ohne horizontal konjugierte Punkte
Nun sind genu¨gend Werkzeuge zusammengestellt, um ebendiese Bla¨tterungen auf Taut-
heit hin zu untersuchen. Zu Beginn beschra¨nken wir uns auf den ”einfachsten“ Fall,
na¨mlich kritische Punkte γ des Energie-Integrals Ep vom Index eins. Daran kann man
den Weg fu¨r die allgemeinere Konstruktion – und auch die Schwierigkeiten – schon
erkennen. Existieren zu einem Blatt N fu¨r alle regula¨ren Punkte p ∈ M erga¨nzende
Zykel fu¨r jeden kritischen Punkt vom Index eins in P (M,N × p) so nennt man das
Blatt 0-taut. Wir zeigen:
Satz 4.2.1 — Es sei (M,F) eine singula¨re Riemannsche Bla¨tterung ohne horizontal
konjugierte Punkte auf einer vollsta¨ndigen Riemannschen Mannigfaltigkeit M . Dann
sind die regula¨ren Bla¨tter von (M,F) 0-taut.
Bemerkung — Die im nachfolgenden Beweis ausgefu¨hrte Konstruktion des Zykels
geht genauso fu¨r jedes regula¨re Blatt N und jede horizontale Geoda¨tische mit nur
einem kritischen Punkt, welcher aber beliebigen Index haben kann.
Beweis. Es seien N ein regula¨res Blatt und γ : [0, 1] → M ein kritischer Punkt
von Ep wie oben. Also ist γ eine horizontale Geoda¨tische, und sie besitzt genau einen
Fokalpunkt γ(t0) der Multiplizita¨t eins. Wir mu¨ssen dazu einen 1-Zykel in NE(γ)p kon-
struieren.
Der Punkt γ(t0) ist nach Satz 3.2.3 singula¨r. Deshalb folgt in Verbindung mit Lemma
2.3.3 und Lemma 2.3.4, dass bis auf isolierte Punkte alle Punkte entlang γ|[0,t0] gleichen
Typs sind. Ferner sind jene Ausnahmepunkte von ho¨heren Typen als die u¨brigen.
Es sei Tubε(Nt0) eine globale Tubenumgebung. Wir wa¨hlen δ < ε so, dass γ(t0 − δ)
ein i.e.S. regula¨rer Punkt bzw. ein Punkt minimalen Typs entlang γ ist. Dann ist
Nγ(t0−δ) ∩ Sε(γ(t0)) eine kompakte, eigentlich eingebettete Untermannigfaltigkeit der
Dimension ν(γ(t0)) = 1 von Nγ(t0−δ). Ist diese nicht zusammenha¨ngend, so wa¨hlen
wir die Zusammenhangskomponente – topologisch eine S1 –, die γ(t0− δ) entha¨lt, und
nennen diese K. Es sei
f : K × [0, t0]→M, so dass
{
f(s, t0) = γ(t0) fu¨r alle s ∈ K
und K = {f(s, t0 − δ) | s ∈ K},
die eindimensionale, glatte Variation durch horizontale Geoda¨tische gleicher La¨nge wie
γ|[0,t0]. Diese Variation ist eindeutig, denn die Geoda¨tischen-Stu¨cke fs|[t0−δ,t0] sind fu¨r
alle s Ku¨rzeste in M von K nach γ(t0).
Der Weg durch die Variation zum Zeitpunkt t0− δ ist zum Blatt Nγ(t0−δ) tangential,
trivialer Weise ist auch ∂∂sf(s, t0) fu¨r alle s tangential zum Blatt Nt0 . Also folgt
∂
∂s
f(s, t) ∈ Tfs(t)Nγ(t) fu¨r alle s und alle t;
und mit Proposition 3.1.4 gilt f(s, 0) ∈ N fu¨r alle s. Ferner ist die Menge
{f(s, 0) | s ∈ K} ⊂ N
eine kompakte Untermannigfaltigkeit (i.A. nicht mehr eigentlich eingebettet) von N als
stetiges Bild von K wie folgt:
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Wir u¨berdecken γ|[0,t0−δ] mit globalen Tubenumgebungen a¨hnlich wie im Beweis von
Satz 2.1.1. Dazu wa¨hlen wir als Zentren der globalen Tubenumgebungen zum einen das
Blatt N sowie genau die Bla¨tter, die ho¨heren Typ als Nγ(t0−δ) haben und falls no¨tig
noch ein paar i.e.S. regula¨re Bla¨tter (bzw. Bla¨tter vom gleichen Typ wie Nγ(t0−δ)),
so dass jeder Punkt von γ|[0,t0−δ] in genau einer oder im Schnitt von genau zwei die-
ser Tubenumgebungen liegt. Gleiches gilt dann fu¨r alle Punkte f(s, t)|[0,t0−δ]. Die Zen-
trumsbla¨tter seien N = N0, N1, . . . , Nr 6= Nγ(t0−δ), aber Nγ(t0−δ) ⊂ Tub(Nr). Innerhalb
globaler Tubenumgebungen definierte Homothetien sind nach Korollar 3.1.6 Diffeomor-
phismen, und mit Hilfe dieser Homothetien entlang der Geoda¨tischen fs(t) bilden wirK
sukzessive von Nγ(t0−δ) in ein Blatt (gleichen Typs) im Schnitt Tub(Nr) ∩Tub(Nr−1),
dann in ein gleiches Blatt in Tub(Nr−1) ∩ Tub(Nr−2), usw. bis schließlich in ein Blatt
L im Schnitt Tub(N1)∩Tub(N0) ab. Das Bild von K im Blatt L, d.h. genau die Menge
{f(s, t˜) | s ∈ K, γ(t˜) ∈ L}, mu¨ssen wir im letzten Schritt vermo¨ge der orthogonalen
Projektion piN |L : L→ N nach {f(s, 0) | s ∈ K} abbilden, weshalb im Allgemeinen die
Einbettungs-Eigenschaft verloren geht.
Nun definieren wir eine injektive, glatte Abbildung λ : K → P (M,N × p) vermo¨ge
λ(s)(t) =
{
fs(t), t ∈ [0, t0],
γ(t), t ∈ [t0, 1].
Das kompakte Bild λ(K) ist ein injektiver Zykel der Dimension ν(γ(t0)) in NE(γ)p
bestehend aus gebrochenen Geoda¨tischen immer gleicher La¨nge und damit gleicher
Energie. Die einzige nicht-gebrochene Geoda¨tische ist offensichtlich γ selbst. Dass die
Untermannigfaltigkeit λ(K) ⊂ P (M,N×p) glatt ist, folgt aus dem Beweis der analogen
Aussage fu¨r P (M, q × p), der zum Beispiel in [Mi63], S. 88ff, gefu¨hrt wird. Damit sind
die Bedingungen (i) bis (iii) erfu¨llt, und wir haben Erga¨nzbarkeit von γ gezeigt. 
To¨ben hat in [To04] gezeigt, dass eine singula¨re Riemannsche Bla¨tterung mit eigent-
lich eingebetteten Bla¨ttern und mit Schnitten in einem einfach zusammenha¨ngenden
symmetrischen Raum keine Ausnahmebla¨tter besitzt. Mit Hilfe des soeben Bewiesenen
la¨sst sich diese Aussage wie folgt verallgemeinern:
Satz 4.2.2 — Ist M eine vollsta¨ndige, einfach zusammenha¨ngende Mannigfaltigkeit,
und ist (M,F) singula¨r Riemannsch ohne horizontal konjugierte Punkte (mit eigentlich
eingebetteten Bla¨ttern), so besitzt (M,F) keine Ausnahmebla¨tter.
Beweis. Es sei N ein Blatt, also zusammena¨ngend, p ∈M beliebig. Wir betrachten
folgende Faserung:
P (M,N × p)→ N ; c 7→ c(0),
wobei c : [0, 1]→M ein Weg ist mit c(0) ∈ N, c(1) = p. Die Faser Ωx0p(M) u¨ber einem
Punkt x0 ∈ N, na¨mlich der Raum der Wege von x0 nach p, ist homotopiea¨quivalent
zum Schleifenraum Ωx0(M), und dieser ist zusammenha¨ngend, da M einfach zusam-
menha¨ngend ist. Aus der Homotopiesequenz fu¨r Faserungen folgt, dass P (M,N × p)
zusammenha¨ngend ist:
. . . // pi1(N) // pi0(Ωx0(M)) // pi0(P (M,N × p)) // pi0(N) // 0 .
0 0
Angenommen, es gibt ein Ausnahmeblatt A ⊂M. Dann sei B ein Blatt mit trivialer
Holonomie, das eine Tubenumgebung von x ∈ A mehrfach trifft. Das Energieintegral
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unter der Randbedingung B × x hat dann mindestens zwei lokale Minima. Da der
Wegeraum P (M,B × x) zusammenha¨ngend ist, ist das minimax-Prinzip anwendbar:
Es existiert ein kritischer Punkt vom Index 1, also eine Geoda¨tische c von B nach
x, die genau einen Fokalpunkt von B mit Multiplizita¨t 1 besitzt. Und genau dieser
kritische Punkt verbindet die beiden Zusammenhangskomponenten der zwei lokalen
Minima im Wegeraum BE(c)−x . Nach Satz 4.2.1 gibt es nun einen erga¨nzenden 1-Zykel
Z in P (M,B × x) (der topologisch einem Kreis entspricht), mit
E(z) ≤ E(c) fu¨r alle z ∈ Z
und mit Gleichheit genau dann, wenn z = c. Dies ist ein Widerspruch, denn Z \ {c}
ist zusammenha¨ngend und als nicht-trivialer Repra¨sentant von Hind(γ)(BE(c)x ) ein Weg
durch beide Komponenten. 
Theorem 4.2.3 — Es sei M einfach zusammenha¨ngend. Die regula¨ren Bla¨tter einer
singula¨ren Riemannschen Bla¨tterung (M,F) ohne horizontal konjugierte Punkte sind
taut.
Bemerkung — Es genu¨gt im Theorem 4.2.3 anstelle einfachen Zusammenhangs von
M auch schon die technische Voraussetzung, dass Punkte aus Ausnahmebla¨ttern ent-
lang horizontaler Geoda¨tischer, die ein Blatt mit trivialer Holonomie treffen, isoliert
liegen. Wegen Lemma 2.3.4 gilt das Theorem dann fu¨r alle Bla¨tter in Σreg. Der nach-
folgend gefu¨hrte Beweis deckt diese Abschwa¨chung ab.
Beweis. Es sei N ein regula¨res Blatt. Fu¨r jeden Fokalpunkt x von N entlang ei-
ner Geoda¨tischen γx ko¨nnen wir wie im Beweis zu Satz 4.2.1 in einem nahen Blatt
eine zugeho¨rige Mannigfaltigkeit Kx der Dimension ν(x) sowie eine globale Variation
fx(s, t), s ∈ Kx durch Geoda¨tische mit fx(s, 0) ∈ N, fx(s, 1) = x fu¨r alle s ∈ Kx kon-
struieren, denn es gilt Proposition 3.2.2. Die U¨berlegung zur Kompaktheit des Bildes
von Kx in N ist analog gu¨ltig, sofern auch alle singula¨ren Bla¨tter entlang γx als Zentren
von Tubenumgebungen der U¨berdeckung gewa¨hlt werden. Liegen auf einer Geoda¨ti-
schen nun mehrere Fokalpunkte, mu¨ssen wir diese Methode ”irgendwie“ iterieren; wie
in [BS58] bietet sich eine Faserbu¨ndelkonstruktion an.
Es seien also p ein regula¨rer Punkt, Ep das Energie-Integral auf P (M,N × p) und γ
ein kritischer Punkt von Ep. Die Fokalpunkte auf γ seien




Fu¨r jedes j = 1, . . . , k sei fj(s, ·) : [0, tj ] → M die globale ν(γ(tj))-dimensionale
Variation durch Geoda¨tische von N nach γ(tj), parametrisiert u¨ber Kj wie im Beweis
zur Nulltautheit. Die Variation entha¨lt alle Ku¨rzesten von Kj nach γ(tj) fortgesetzt bis
zur La¨nge L(γ|[0,tj ]). Dann gilt
Lemma 4.2.4 — Ist γ(ti) auf γ Fokalpunkt zu N, so ist fj(s, ti) fu¨r j = 1, . . . , i − 1
und fu¨r alle s ∈ Kj auf fj(s, ·) Fokalpunkt zu N mit gleicher Multiplizita¨t. Ferner gilt
Nfj(s,t) = Nγ(t) fu¨r alle j = 1, . . . , k + 1 und s ∈ Kj , t ∈ [0, tj ].
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fj : Kj × [0, tj ]
N
γ(ti)γ(0)
fj(s, ti) ∈ Nγ(ti)
Beweis. Dies folgt aus der Variationsformel oder direkt aus Lemma 3.1.3
und Proposition 3.2.2. 
Bemerkung — Mit diesem Lemma ist das in [To04] bemerkte Problem bei der
allgemeinen Zykelkonstruktion durch Iteration, dass sich na¨mlich Fokalpunkte
unterschiedlicher Multiplizita¨ten in der Variation kreuzen ko¨nnten, fu¨r unse-
ren Fall ausgeschlossen. Dann na¨mlich kann man nicht garantieren, dass das
iterierte Bu¨ndel eine Mannigfaltigkeit der Dimension ind(γ) ergibt.
Wir wissen nun: Auf allen Geoda¨tischen der Variationen fj liegen an gleicher Stelle
Fokalpunkte gleicher Multiplizita¨t wie auf γ. Damit definieren wir
K := {(s1, . . . , sk) | s1 ∈ K1(γ(1)), s2 ∈ K2(s1), . . . , sk ∈ Kk(sk−1)},
wobei Ki(si−1) fu¨r jedes i die Fokalmannigfaltigkeit der Dimension ν(γ(ti)) zum Fokal-
punkt in ti entlang der Geoda¨tischen fsi−1(t), t ∈ [0, ti−1], sei. Es folgt aus dem Lemma,
dass K eine kompakte Mannigfaltigkeit, ein Faserbu¨ndel, der Dimension ind(γ) ist.
Die Abbildung λ : K → P (M,N × p) in den Wegeraum sei nun folgender Maßen
definiert:
λ(s1, . . . , sk)(t) =
{
fsi(t), t ∈ [ti, ti+1], i = 1, . . . , k
γ|[t1,1](t), t ∈ [t1, 1].
Der Zykel λ(K) besteht aus gebrochenen Geoda¨tischen immer gleicher La¨nge, die ein-
zige nicht-gebrochene Geoda¨tische und damit kritischer Punkt von Ep ist γ selbst.
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Ferner ist λ(K) von Dimension ind(γ) sowie injektiv im Wegeraum, denn schon jeder
einzelne Iterationsschritt liefert nur unterschiedliche gebrochene Geoda¨tische. Also sind
alle Voraussetzungen erfu¨llt, um einen erga¨nzenden Zykel zu erhalten. Es folgt, N ist
taut, was zu beweisen war. 
Beispiel — Das betrachtete regula¨re Blatt N sei ein 2-Torus; der zu erga¨nzende
kritische Punkt im Wegeraum P (M,N × p) sei eine horizontale Geoda¨tische γ wie in
Abb. 1). Der Index von γ ist gleich zwei, denn es liegen zwei Fokalpunkte, p1 und p2,





4.2 Die Topologie singula¨rer Riem. Bla¨tterungen ohne horizontal konjugierte Punkte
Die Fokalmannigfaltigkeit K1 ko¨nnen wir als a¨ußeren Breitenkreis des Torus identifi-
zieren. Im ersten Schritt erhalten wir also eine eindimensionale Variation fs(t), s ∈ K1,
durch Geoda¨tische, die in s ∈ K1 ⊂ N senkrecht starten und im Fokalpunkt p1 enden,





. . . fs. . .
K2(s0)
s0
Es bezeichne K2(s) fu¨r alle s ∈ K die zugeho¨rige, eindimensionale Fokalmannigfal-
tigkeit, die wir jeweils als La¨ngenkreis (durch s) des Torus identifizieren ko¨nnen.
Der erga¨nzende, zweidimensionale Zykel im Wegraum P (M,N × p) entspricht somit








A Morse-Sturm-Systeme und das verallgemeinerte
Index-Theorem
Dem Abschnitt 3 des Artikels [GMPT] folgend, wird hier die in 3.2 beno¨tigte Theorie
von Morse-Sturm-Differentialgleichungen und zugeho¨rigem Indextheorem kurz vorge-
stellt. Es handelt sich hierbei um eine sehr allgemeine Fassung der Differentialgleichung
fu¨r N -Jacobifelder, dem dazu geho¨rigen Energie-Integral als Indexform, und des ent-
sprechenden Indexsatzes von Morse. Detaillierte U¨berlegungen zu Stetigkeit, Differen-
zierbarkeit, kurz: der gesamte analytische Rahmen, werden sehr u¨bersichtlich im eben
genannten Artikel diskutiert. Die Entwicklung der Morse-Sturm-Theorie ist aber deut-
lich a¨lter; sie geht auf Bott und Ambrose zuru¨ck. Ein sehr ausfu¨hrlicher Artikel u¨ber
Morse-Sturm-Systeme samt Indexsatz ist der von Edwards, [Ed64].
Man betrachte in (Rn, g), g eine nicht-ausgeartete, symmetrische Bilinearform, das
folgende System von Differentialgleichungen
J ′′(t) = R(t)[J(t)], t ∈ [0, 1],
mit Anfangsbedingungen
J(0) ∈ P und J ′(0) + S[J(0)] ∈ P⊥,
wobei gelte:
(i) R : [0, 1] → L(Rn,Rn) ist eine stetige Abbildung von g-symmetrischen, linearen
Abbildungen auf Rn, d.h. g(R(t)[x], y) = g(x,R(t)[y]) fu¨r alle x, y ∈ Rn,
(ii) P ist ein Unterraum von Rn, auf dem g nicht-ausgeartet ist, und P⊥ bezeichnet
das orthogonale Komplement von P bezu¨glich g,
(iii) S : P → P ist eine g-symmetrische, lineare Abbildung.
Ein solches System nennen wir Morse-Sturm-Problem. Eine Lo¨sung der Differen-
tialgleichung, die die Anfangsbedingungen wie oben erfu¨llt, heißt (P, S)-Lo¨sung. Es
bezeichne J die Menge solcher Lo¨sungen; J ist ein n-dimensionaler Vektorraum. Fu¨r
alle t ∈ [0, 1] setzen wir
J[t] := {J(t) | J ∈ J}.
Ein Punkt t0 ∈ (0, 1], so dass J[t0] 6= Rn, d.h. es existiert ein nicht-triviales J ∈ J mit
J(t0) = 0, wird (P, S)-Fokalpunkt genannt. SeineMultiplizita¨t ν(t0) ist die Kodimension
von J[t0] in Rn, also die Dimension von J[t0]⊥. Es gilt:
J[t]⊥ = {J ′(t) | J ∈ J, J(t) = 0}.
Proposition A.1 — Ist t0 ein (P, S)-Fokalpunkt und ist g nicht-ausgeartet auf J[t0],
so gibt es eine Umgebung von t0, in der keine weiteren (P, S)-Fokalpunkte liegen. Aus-
serdem gibt es keine (P, S)-Fokalpunkte in einer Umgebung von 0.
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Anhang
Auf dem Sobolev-RaumH1([0, t],Rk) der absolut stetigen,Rn-wertigen Abbildungen
auf [0, t] mit quadrat-integrabler Ableitung betrachten wir den Unterraum
Ht := {V ∈ H1([0, t],Rk) | V (0) ∈ P, V (t) = 0}.





[g(V ′(s),W ′(s)) + g(R(s)[V (s)],W (s))]ds− g(S[V (0)],W (0)).
Vermo¨ge partieller Integration folgt
ker(It) = {J |[0,t] | J ∈ J, J(t) = 0}.
Fu¨r genu¨gend kleines t > 0 ist It nicht ausgeartet auf Ht. Ferner ist It dann positiv
definit, falls g positiv definit in Rn ist.
Wir erinnern: Fu¨r eine symmetrische Bilinearform B auf einem reellen Vektorraum
V ist der Index von B definiert als
ind(B) = sup{dim(W ) |W ist Unterraum von V, auf dem B negativ definit ist}.
Dass unter diesen sehr allgemeinen Voraussetzungen sinngema¨ß der Indexsatz von
Morse gilt, wird in [GMPT] gezeigt. Der Index des Integrals I1 ist endlich und gleich
der Summe der (P, S)-Fokalpunkte auf (0, 1] geza¨hlt mit Vielfachheiten. Diese Aussage
wird Morse-Sturm-Oscillation-Theorem genannt:
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